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Fewille d’exercices

1 Enoncés des exercices

1.1 Variétés différentielles et fibrés vectoriels

Definition 1. Soit f : M — N une application différentiable. On dit que f est une
submersion au point m si son application linéaire tangente

Tonf Ty M — Tf(m)N
est surjective.

Theorem 2 (Théoréme de la submersion). Soit f : R™ — RP une application lisse. Si f
est une submersion en tout point de

S:=f710) = {z e R™; f(z) =0},

alors S est une sous-variété lisse de dimension n—p de R™ et l’espace tangent en un point
xg de S s’écrit

T,,S =ker Ty, f.

Remark 3. C’est la version non linéaire du résultat suivant d’algébre linéaire. Soit L :
R™ — RP une application linéaire surjective. Alors

ker L := {z € R"; Lz =0}
est un sous-espace vectoriel de dimension n — p de R”, par la formule de la dimension

dimker L + dim L(F) = dim E, (E : espace de départ)

Exercice 1 Structure de variété différentielle sur la sphére
On définit la sphére de dimension n

12

S" = {x = (1:1, . ,x”"'l) e R Hx||2 i M _|_$”+12 _ 1} )

Le pole Nord est le point N = (0,...,0,1) et le pole Sud, le point S = (0,...,0,—1). On note
H:={x= (zt, ..., 2" ") e R gt = 0}

le plan équatorial. On pose Uy = S™ \ {N} et Usg = S™ \ {S} et on introduit les projections
stéréographiques Yy : Uy — H et ¢g : Usg — H.
1. Calculer ¥y et 1g.

2. Calculer les changements de cartes correspondant ¥yg = g o w;[l, sy = Yy © 1/15?1 et
préciser leur domaine de définition respectifs.



3. En déduire que les deux cartes (Un,9¥n) et (Us,s) forment un atlas de S™ qui est ainsi
munie d’une structure de variété différentielle.

4. Montrer directement que S™ est aussi une sous-variété de R™*1,

Exercice 2 Espaces projectifs P"(R)

L’espace projectif P*(IR) est I'ensemble des droites (vectorielles) de R"™!. Chaque droite de R**!
étant engendrée par un vecteur non nul de R"*! et deux vecteurs non nuls colinéaires engendrant
la méme droite, 'espace projectif P™(R) correspond donc a I'espace quotient

P"(R) ~ R"™ — {0} /R — {0} .

L’objectif de cet exercice est de montrer que P™(R) est une variété différentielle lisse de dimension n.
Pour n = 1, P}(R) est diffeomorphe & un cercle. Pour n = 2, P2(R) est une variété différentielle de di-
mension 2 non-orientable (donc unilatére) dont une immersion dans R? (avec des auto-intersections)
correspond & la surface de Boy

Figure 1 — Surface de Boy

Pour 1 <i < n+1, on introduit
U; == {[x] € P"(R); 2’ # 0},

bi([x]) = (””1 ...,xifl,“”&l,...,xnﬂ)

et ¥;: Uy — R™ avec

Ea
1. Montrer que (U;, ;) est une carte de P™(R) et calculer son inverse.

2. Calculer les changements de cartes 1 := ;015 ' 1 1;(U; NU;) — 1;(U; NU;) correspondant.

3. Montrer que A = (Ui, ¥i)icqo,...ny est un atlas qui munit P*(R) d’une structure de variété
différentielle de classe C'*°.

Exercice 3 Les variétés de Stiefel et Grassmann
Pour 1 < k < n, on introduit I’ensemble
Vi(R") = {X € L(R"R"); rang(X) =k} .

Vi:(R™) est donc ’ensemble des matrices rectangulaires

X o XY
X2, - X%
X" e X7y



qui peuvent s’interpréter comme un systéme de k vecteurs indépendants dans R", autrement dit
un k-repére dans R”. I’ensemble V;(R") est un ouvert de l’espace vectoriel L(R*,R") et donc une
variété de dimension kn qu’on appelle la variété de Stiefel.

On introduit aussi l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k& de R™, noté G(R"),
et appelé la Grassmannienne des sous-espaces de dimension k& dans R™. Le but de l’exercice est de
montrer que Gi(R™) est une variéteé différentielle de dimension k(n — k) et de produire un atlas de
cette variété.

Remarque : pour £ = 1, on a bien sir Gi(R") = P"(R), les Grassmanniennes sont donc des
généralisations des espaces projectifs.

1. Par définition, un point X de Vi (R™) engendre un sous-espace vectoriel de R™, de dimension k.
Montrer que deux éléments X et Y de Vi (R") engendrent le méme sous-espace si et seulement
si, il existe un élément A du groupe GLg(R) tel que Y = X A.

La variété de Grassmann G (R™) correspond donc & 'espace quotient (ou espace des orbites)
Gr(R") ~ Vi (R"™)/GLE(R),

ou un point [X] de 'espace quotient Vi (R™)/GLg(R) correspond a l'ensemble de tous les k-repéres
X de Vi(R™) qui engendrent un méme sous-espace vectoriel E de Gi(R™). Pour toute partie I de
cardinal k de N,, := {1,...,n}, on note J := N, \ I sa partie complémentaire.

2. Etant donné X € L(R* R"), on désigne par X; le mineur de taille k x k extrait de X par les
lignes indexées par I. Montrer que

(XA)[:X[A, (XA)J:XJA, VAGGLk(R),
3. Déduire de la question précédente que
det(XA)[ =det X7 det A, VA € GLk(R),

et que
(XA) (XA = XX

On déduit alors que ’ensemble
Ur :={[X] € Gx(R"); det X1 # 0}

et application
VI[X] = XXt e L(RF,R™F),

définie sur Us sont bien définis sur Gi(R™), car ils ne dépendent pas du représentant X € Vi (R")
choisi.
4. Montrer que les cartes locales (Ur, ) forment un atlas de classe C> de G(R"™). Expliciter
les changements de cartes.
Exercice 4 Le groupe orthogonal comme sous-variété

Soit O(3) le groupe des matrices orthogonales (c’est & dire des transformations linéaires de R?
qui préservent le produit scalaire),

0(3) = {P eM3(R); P'P=1}
1. En utilisant ’application
f:M3(R) = S*R?), P~ PP-1I

et le théoréme de la submersion, montrer que O(3) est une sous-variété de M3(R). Quelle est
sa dimension 7



2. Calculer I'espace tangent au point I.

Exercice 5 La variété T'M est orientable

Soit M une variété de dimension n et (z°) un systéme de coordonnées (une carte locale) sur M.
Un vecteur tangent &, de ’espace tangent 7,, M au point m a alors pour expression

; 0
fm_)\({)a:’”

Un second systéme de coordonnées (y/) sur M induit une seconde expression du vecteur tangent &,
en m,

0
oy
Une fois donné un atlas de M, on en déduit alors un atlas particulier de TM (constitué des cartes
(%, \), (g7, 7)), (2%, vF), ..., ot les cartes (z%), (37), (2F), ..., forment un atlas de M).
1. Considérons deux cartes locales X = (%, \%) et Y = (y/, 4?) de TM. On note y/ = ¢/ (2?) le
changement de coordonnées (de cartes) sur M. Expliciter le changement de carte sur T M.

gm:ﬂj

. . 0Y T
2. Déterminer la matrice — de I"application linéaire tangente au changement de coordonnées

0X
sur T'M o A ‘
0X = (02", 0\") — 8Y = (097, dp7),

et en déduire que son jacobien est positif. En conclure que la variété T'M est orientable.

Probléme des extrema liés par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

Considérons le probléme de la recherche des minima d’une fonction F sous la contrainte f,
1.€.

min F(z).

f(x)=0
La méthode des multiplicateurs de Lagrange formule des conditions nécessaires pour qu’un
point z soit solution du probléme, sous la condition que la contrainte f soit une submersion
(i.e. que grad f # 0). Cette condition semble avoir été oubliée par de nombreux utilisateurs de
cette méthode. Dans ’exercice qui suit, on illustre le fait que, sans cette condition, la méthode
des multiplicateurs de Lagrange ne méne nulle part.
En effet, considérons le calcul de la distance A d’une matrice 3 x 3 déviatorique d’ordre
deux hg (ayant, en général, 3 valeurs propres distinctes) a I’ensemble des matrices isotropes
transverses (i.e. ayant 2 valeurs propres égales). Ce probléme se formule comme la minimisation
sous contrainte ,

2 .
A= min F(h),  F(h)=|[h—hof".
ou
f() = (trh?)® — 6 (trb®)°.

Comme nous le montrerons, grad;, f = 0 pour tout h satisfaisant f(h) = 0. Dans ce cas, le
probléme des multiplicateurs de Lagrange conduit a

grady, F + Agrady, f = grad, F = 2(h — hy) =0,
ce qui meéne a une contradiction.

Exercice 6 Le cas des tenseurs d’ordre 2 isotropes transverses

On note S?(R3) I'espace vectoriel des matrices symétriques et H?(R3) le sous-espace de S?(R?)
des matrices de trace nulle (i.e. déviatoriques). On s’intéresse au sous-ensemble S des matrices h



déviatoriques isotropes transverses, i.e. ayant deux valeurs propres égales. On rappelle qu’'une forme
normale de ces matrices est

1.2

A 0 0
tr h?
h=(0 -x 0], :tr?;éo. (3)
0 0 2\ :

. Montrer que si h est isotrope transverse alors

f(h) = (trh2)3—6(trh3)220 avec h #0.

(on admet la réciproque).

. Calculer le gradient

grady, f

et montrer que grady, f = 0 pour tout h isotrope transverse.

. Peut-on en déduire, & I’aide du théoréme de la submersion, que

S ={heH*R?), f(h)=0},

est une sous-variété de H?(R3) ?

Champs de vecteurs sur une variété

Soit X un champ de vecteurs sur R™. Ce champ définit une équation différentielle ordinaire

Theorem 4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). Soit X un champ de vecteurs sur R" de
classe CF (k > 1). Alors, pour tout xg € R", il existe un voisinage U de xq et € > 0 tel
que le probléme initial

(t) = X(c(t)),  ¢(0) =x

avec x € U admet une solution c(t) définie sur lintervalle | — ¢,¢[, de classe CkT1. De

plus cette solution est unique et dépend de maniere C* de la condition initiale.

On notera cette solution ¢(¢) de maniére plus précise par p(t,x) = p'(x), ot t est le temps
et x est la condition initiale. Cette application ¢ est définie sur un voisinage de t = 0 et de
x = xg. Elle vérifie bien évidement ¢(0,x) = x. On l'appelle le flot du champ de vecteurs
X. Pour chaque t, ¢! est un difféomorphisme local (unicité de la solution et dépendance
C* 4 la condition initiale).

Exercice 7 Flot d’un champ de vecteurs

. Soit X le champ radial sur R™ défini par X (x) = x. Calculer son flot. Celui-ci est-il défini

pour toute valeur de ¢ 7?7

. Soit X le champ radial avec origine xo sur R™ défini par X (x) = x — x¢. Calculer son flot.

Celui-ci est-il défini pour toute valeur de t7

. On se place dans R et on introduit le champ de vecteur X () = x2. Calculer son flot. Celui-ci

est-il défini pour toute valeur de ¢ 7?7

Exercice 8 Propriété de sous-groupe & un parameétre

Soit X un champ de vecteurs et ! son flot. Montrer que si ¢, ¢° et '™ sont définis, alors

P (x) = o' (¢° (%) = (¢ (x)).



Exercice 9 Champ de vecteurs dépendant du temps

Un « champ de vecteur dépendant du temps » sur une variété M est un champ de vecteur u(t)
dépendant d’un parameétre ¢t € R de sorte que :

u(t,x) € Tx M, vt € R.
Le probléme de Cauchy associé s’écrit :
() =ult,elt),  ols) =u. 4
La solution de ce probléme, fournie par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, définit un flot, noté .
défini par
Orps(x) = u(t, py(x)),  @i(x) =x.
Introduisons la variété M := R x M. Alors Pespace tangent en un point (¢,m) € R x M s’écrit
T(t,m)<R X M) = R@TxM
On définit alors le champ de vecteur %(t,x) = 9, + u(t,x) sur M, dont le flot s’écrit
@7 (t,x) = (A1 (t,x), $3(t,x)) € R x M.
1. Montrer que ¢7(t,x) =7+ t.
2. Monter que ¢! (x) = g5 °(s,x).

3. De la propriété de sous-groupe & un paramétre vérifiée par ¢, en déduire que

oL = @l o, Vr, s, t.

Exercice 10 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Etant donné un champ de vecteur X sur une variété M, on définit Popérateur

Ly : C®(M) — C>®(M), f—Lxf=df X = Xigji.

1. Montrer que cet opérateur est une dérivation sur l'algebre de fonctions C°°(M), c’est & dire
un opérateur linéaire C°°(M) — C°(M), qui vérifie de plus

Lx(fg)=f(Lxg)+ (Lx f)g, Vi, g€ C*¥(M), (régle de Leibniz).

2. Soit X et Y deux champs de vecteurs. Montrer que Lx Ly — Ly Lx est aussi une dérivation.

3. On considére un systéme de coordonnées locales (z*). Montrer que

of
oxt’

(Lx Ly — Ly Lx)f =W°

et donner ’expression de W*.

Remarque : W* a?ci est I'expression locale d’'un champ de vecteur W, qu’on note [X,Y] et

qu’on appelle le crochet de Lie des champs X et Y. On a alors

of
ozt’

Lixy)f=(Lx Ly —Ly Lx)f =[X,Y]

4. Que vaut [azi’ %] ?

5. Que vaut [X, 25]7?

sy 9xtl t

6. Montrer que, pour tous champs de vecteurs X, Y, Z, sur M, on a
(a) [Y, X] = —[X,Y] (antisymétrie du crochet de Lie),
(b) [[X,Y],Z] + Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identité de Jacobi).



1.3 Pullback et dérivée de Lie

Soit ¢ : M — N une application différentiable entre deux variétés différentielles M et N. On
introduit le pullback (et son inverse, le push-forward) qui transforme les champs de tenseurs sur N
en champs de tenseurs sur M. Il y a une seule facon d’écrire un pullback et celle-ci se visualise bien
& partir du diagramme suivant :

™ L2 TN

lﬂ'T]\/I iﬂ'TN

M—2 >N

Par exemple :
— Le pullback d’un champ de tenseurs d’ordre 0, c’est & dire d’une fonction f € C*°(N) s’écrit

' f=fop.
— Le pullback d’une 1-forme « (un champ de covecteurs) sur N est défini par
(¢*)m(Xm) = qp(m) (Tmp-Xm), Xm € Ty M,
que 'on réécrit de maniére plus concise
(P* ) (X) = (a0 o) (T.X) = ((a0yp), Te.X) = (Tp)"(a0p),X), XeTM,

ou encore
Pra=aocp.To=(Ty)".aop.

— Le pullback d’un champ de vecteurs ou plus généralement d’un champ de tenseurs contra-
variants ou mixtes nécessite que ¢ soit inversible. On a par exemple, X étant un champ de
vecteurs sur N,

(@*X)(m) == Ty~ ' X (p(m)),
que 'on réécrit
X =Tp 1. Xo.

Exercice 11

1. Expliciter le pullback ¢*k d’un champ de tenseurs covariants d’ordre 2, k, & 'aide de F =Ty
et F* = (T'p)* visualisés sur les diagrammes

T *
™ LN o L ey
lﬂ-T]\f lﬂ-TN \LWT*]W iﬂ-T*N
M—* N M—2 N

2. Si q désigne la métrique euclidienne sur M = N = R?, comment s’écrit C := ¢*q dans un
systéme de coordonnées orthonormées? On pourra introduire F! et F* définis & I'aide du
diagramme suivant, avec ici qu = qnN = q,

T M <X TN au F' = F*qy,

wl e

™ — Y TN

~_
Ft

de sorte que F* = q~ ' F* q, soit en composantes (Ft)Ij = ¢! K (F*) ! Q-



3. Expliciter le pullback ¢*¢ d’un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2, o, dans R? &
I'aide de F = T'op.

Le groupe des difféomorphismes Diff (M) d’une varieté différentielle M agit linéairement sur tout
espace T(M), de champs de tenseurs sur M. Plus précisément, 'application

p: Diff(M) — GL(T(M)), ¢+ p(p) = ¢x

satisfait
p(p1 0 p2) = p(p1)p(p2)-

Pour des raisons historiques, c’est en général I’action (& droite) p* = (1), qui est plutot considérée.
La dérivée de Lie d'un champ de tenseurs T € T(M) correspond a 'action infinitésimale de cette
action. Plus précisément. Soit ¢(t) un chemin de difféomorphismes avec ¢(0) = id et $(0) = X,
alors

ou T est un champ de tenseur quelconque défini sur M.

Remark 5. On peut appliquer, en particulier, la formule précédente sur le flot ¢(t) de X, c’est a dire
le chemin de difféeomorphismes () solution de I’équation différentielle

Op(t,m) = X(p(t,m)),  ©(0,m)=m.

Exercice 12
1. Que vaut Lx f quand f est une fonction ?
2. En déduire 'expression locale de Lx f.
Exercice 13 Reégle de Leibniz

1. Montrer que si a est une 1-forme sur N, Y, un champ de vecteur sur N et ¢, un difféomor-
phisme de M dans N, on a :

¢ (a(Y)) = (¢" ) (¢Y).

2. En déduire que :
Lx(a(Y))=(Lx a)(Y)+a(LxY),

i.e., la régle de Leibniz est une conséquence du fait que le pull-back commute avec la contrac-
tion.

Exercice 14 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Soit f une fonction. On rappelle que si ¢ une application différentiable, alors
d(¢*f) = ¢*(df).

1. Soit Y un champ de vecteurs et ¢ un difféomorphisme. Montrer que
@ (Ly f) = L=y (¢ )

2. En déduire que
LxLy f=Lryy f+Ly Lx [



3. Conclure que
[X,Y]=LxY,

ou [X,Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y, implicitement défini par

Lixy) f = (Lx Ly — Ly Lx) f.

Exercice 15 Champs de vecteurs qui commutent

Soit X et Y deux champs de vecteurs définis sur une variété différentielle M. On désigne leur
flots respectifs par ¢! et 1)*.

1. Montrer que les flots commutent, c’est-a-dire que ¥*opt = p'o1)® si et seulement si [X, Y] = 0.

Exercice 16 Dérivée de Lie de la métrique euclidienne

1. Soit X un champ de vecteurs défini sur un ouvert  de R? et q la métrique euclidienne sur
R3. Montrer que les composantes de £x q dans un systéme de coordonnées locales (x?) de Q
s’écrivent

(Lx Q)ij = X Ohqij + qr;0: X" + ¢ 0; X
Cette formule reste valable si X = u(t) est un champ de vecteurs dépendant du temps.

2. Que valent ces composantes dans un systéme de coordonnées linéaires (z°) définies & partir
d’une base (e;) de R3,

(a) non nécessairement orthonormée,
(b) orthonormeée.

3. Donner linterprétation mécanique du résultat précédent lorsque €2 est la configuration dé-
formée de la Mécanique des Milieux Continus (plongée dans R3), et X = u est le champ des
vitesses euleriennes.

Exercice 17 Formule magique

La dérivée de Lie peut étre étendue aux champs de vecteurs dépendant du temps en posant

0

Eu(t) T := E

(¢f)"T.

T=t

Etant donné un chemin de plongement p(t): B — M, on définit sa vitesse eulerienne comme le
champ de vecteur dépendant du temps et défini sur M par

u(t) :== Ogpo p(t)_1

1. Soit ¢! le flot de u(t). Montrer que p(t) = ¢! o p(s).
2. Soit T(t) un champ de tenseur dépendant du temps et défini sur €, = p(t)(B). En déduire
que

Ou(p(t)"T(t)) = p(t)" (AT + Ly T(t)) -

3. Relier le tenseur de Cauchy-Green droit C = ¢*q (défini sur la configuration de référence g =
0 1(Q) de la Mécanique des Milieux Continus) au taux de déformation d de la Mécanique
des Milieux Continus (défini sur la configuration déformée 2 = ¢(Qp)).



1.4 Différentielle extérieure — Théoréme de Stokes

e Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y est défini par
[X,Y] :=LxY,
et a pour composantes dans tout systéme de coordonnées locales (z°) :
[X,Y) = X'0;,Y7 —Y'0, X7, (6)
e La dérivée extérieure est une application linéaire
d: QF (M) — Q¥ (M)

qui étend la différentielle d’une fonction (une O-forme) & une forme différentielle de degre
k quelconque. Elle est définie récursivement (sur le degré) par la formule de Cartan

Lx =doix +ixod.
Sa propriété principale est le fait que
dod=0.

Exercice 18 Dérivée extérieure d’une forme de degré 1 ou 2

1. En utilisant la formule de Cartan, montrer que la différentielle extérieure d’une 1-forme «
s’écrit :

(da)(X,Y) = Lx(a(Y)) = Ly («(X)) — a([X, Y])
et en déduire son expression en composantes (da);;.

2. En utilisant la formule de Cartan, montrer que la différentielle extérieure d’une 2-forme w
s’écrit :

dw(X,Y, Z) = Lx(w(Y, 2)) + w(X, [V, Z]) + Ly (w(Z, X)) + w(Y, [Z, X])
+ Lz(w(X,Y))+w(Z,[X,Y]).

et en déduire son expression en composantes (dw);;x-

On observe 4 nouwveau que l'expression de la dérivée de Lie d’une forme se réduit & la connais-
sance de la dérivée de Lie d’une fonction et de celle d’un champ de vecteurs (i.e., du crochet
de Lie).

Exercice 19 Divergence d’un champ de vecteurs

Soit w € Q"(M) une forme volume sur une variété M de dimension n. On définit la divergence
div®¥ X d’un champ de vecteurs X sur M par

Lxw=(div¥ X)w.

1. Pourquoi Lx w est proportionnelle & w?

2. Montrer que si M = R? et w est le déterminant da' A dz? A dz® dans la base canonique de
R3, alors div® X correspond a la "divergence ordinaire"

divX = 81X1 +82X2 +83X3,

d’un champ de vecteurs X sur R3.

10



Exercice 20 Conservation de la masse

On rappelle que le body B est muni d’'une forme volume p, la mesure de masse. A chaque
plongement p correspond donc une forme volume p,p sur la configuration ©, = p(B) qui est donc

proportionnelle & la forme volume volg = dx! A dz? A dz? (dans tout systéme de coordonnées

orthonormales direct (2!, 22, 23) définie sur I'espace). Ceci permet de définir la densité de masse

p comme une fonction scalaire sur le domaine spatial €2, par
Dsft = pvolg.

1. On considére une configuration de référence pg : B — 2y et une configuration actuelle p :
B — Qp. On introduit la transformation ¢ : Qg — €, définie par ¢ :=p o pp~!. Montrer que

po = (¢*p)Jy = (po )y

(Rappel : le J %cobien J‘f est défini implicitement par I’équation ¢*volg = J,volg, ou J, =
det Fy, (popy )" = (pg )"p" et (po~ )" = (")~ = po.).
2. En déduire la version dynamique de la conservation de la masse

Op + div(pu) = p+ pdivu = 0, p:= 0+ Vup,
si ¢(t) est un chemin de plongements. On pourra faire appel a la « formule magique » :

O w = " (Oyw + Lyw).

Exercice 21 Lois de conservations intégrales

Soit 2 = p(B) la configuration actuelle (plongée par p dans Iespace euclidien (£, q)) et
V = 0Op, u=Vop!

les vitesses lagrangienne et eulerienne.

1. Etablir, a 'aide de la formule magique, la relation suivante,

d

pn Qw:/g&gw%—ﬁuw,

valable pour toute 3-forme alternée w définie sur €.

2. Soit f une fonction. Montrer, en utilisant la question 1, que

;it/gfvolq:/ﬂ(f+fdivu)volq ou f:=0f + Vuf.

ol pour une fonction V, f :=df.u.

3. Soit f une fonction et p la masse volumique. Montrer, & I’aide de la conservation de la masse,

que
d

T prvolq:/prvolq.
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