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Feuille d’exercices

1 Énoncés des exercices

1.1 Variétés différentielles et fibrés vectoriels

Definition 1. Soit 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 une application di�érentiable. On dit que 𝑓 est une
submersion au point 𝑚 si son application linéaire tangente

𝑇𝑚𝑓 : 𝑇𝑚𝑀 → 𝑇𝑓(𝑚)𝑁

est surjective.

Theorem 2 (Théorème de la submersion). Soit 𝑓 : R𝑛 → R𝑝 une application lisse. Si 𝑓
est une submersion en tout point de

𝑆 := 𝑓−1(0) = {𝑥 ∈ R𝑛; 𝑓(𝑥) = 0} ,

alors 𝑆 est une sous-variété lisse de dimension 𝑛−𝑝 de R𝑛 et l’espace tangent en un point

𝑥0 de 𝑆 s’écrit

𝑇𝑥0𝑆 = ker𝑇𝑥0𝑓.

Remark 3. C'est la version non linéaire du résultat suivant d'algèbre linéaire. Soit 𝐿 :
R𝑛 → R𝑝 une application linéaire surjective. Alors

ker𝐿 := {𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑥 = 0}

est un sous-espace vectoriel de dimension 𝑛− 𝑝 de R𝑛, par la formule de la dimension

dimker𝐿+ dim𝐿(𝐸) = dim𝐸, (𝐸 : espace de départ)

Exercice 1 Structure de variété différentielle sur la sphère

On dé�nit la sphère de dimension 𝑛

S𝑛 :=
¶
x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ R𝑛+1; ‖x‖2 = 𝑥1

2
+ · · ·+ 𝑥𝑛+12 = 1

©
.

Le pôle Nord est le point 𝑁 = (0, . . . , 0, 1) et le pôle Sud, le point 𝑆 = (0, . . . , 0,−1). On note

𝐻 :=
{︀
x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ R𝑛+1; 𝑥𝑛+1 = 0

}︀
le plan équatorial. On pose 𝑈𝑁 = S𝑛 ∖ {𝑁} et 𝑈𝑆 = S𝑛 ∖ {𝑆} et on introduit les projections
stéréographiques 𝜓𝑁 : 𝑈𝑁 → 𝐻 et 𝜓𝑆 : 𝑈𝑆 → 𝐻.

1. Calculer 𝜓𝑁 et 𝜓𝑆 .

2. Calculer les changements de cartes correspondant 𝜓𝑁𝑆 = 𝜓𝑆 ∘ 𝜓−1
𝑁 , 𝜓𝑆𝑁 = 𝜓𝑁 ∘ 𝜓−1

𝑆 et
préciser leur domaine de dé�nition respectifs.
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3. En déduire que les deux cartes (𝑈𝑁 , 𝜓𝑁 ) et (𝑈𝑆 , 𝜓𝑆) forment un atlas de S𝑛 qui est ainsi
munie d'une structure de variété di�érentielle.

4. Montrer directement que S𝑛 est aussi une sous-variété de R𝑛+1.

Exercice 2 Espaces projectifs P𝑛(R)
L'espace projectif P𝑛(R) est l'ensemble des droites (vectorielles) de R𝑛+1. Chaque droite de R𝑛+1

étant engendrée par un vecteur non nul de R𝑛+1 et deux vecteurs non nuls colinéaires engendrant
la même droite, l'espace projectif P𝑛(R) correspond donc à l'espace quotient

P𝑛(R) ≃ R𝑛+1 − {0} /R− {0} .

L'objectif de cet exercice est de montrer que P𝑛(R) est une variété di�érentielle lisse de dimension 𝑛.
Pour 𝑛 = 1, P1(R) est di�éomorphe à un cercle. Pour 𝑛 = 2, P2(R) est une variété di�érentielle de di-
mension 2 non-orientable (donc unilatère) dont une immersion dans R3 (avec des auto-intersections)
correspond à la surface de Boy

Figure 1 � Surface de Boy

Pour 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛+ 1, on introduit

𝑈𝑖 :=
{︀
[x] ∈ P𝑛(R); 𝑥𝑖 ̸= 0

}︀
,

et 𝜓𝑖 : 𝑈𝑖 → R𝑛 avec

𝜓𝑖([x]) =

Ç
𝑥1

𝑥𝑖
, . . . ,

𝑥𝑖−1

𝑥𝑖
,
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖
, . . . ,

𝑥𝑛+1

𝑥𝑖

å
1. Montrer que (𝑈𝑖, 𝜓𝑖) est une carte de P𝑛(R) et calculer son inverse.

2. Calculer les changements de cartes 𝜓𝑖𝑗 := 𝜓𝑗 ∘𝜓−1
𝑖 : 𝜓𝑖(𝑈𝑖∩𝑈𝑗) → 𝜓𝑗(𝑈𝑖∩𝑈𝑗) correspondant.

3. Montrer que 𝒜 = (𝑈𝑖, 𝜓𝑖)𝑖∈{0,...,𝑛} est un atlas qui munit P𝑛(R) d'une structure de variété
di�érentielle de classe 𝐶∞.

Exercice 3 Les variétés de Stiefel et Grassmann

Pour 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, on introduit l'ensemble

𝑉𝑘(R𝑛) :=
¶
𝑋 ∈ ℒ(R𝑘,R𝑛); rang(𝑋) = 𝑘

©
.

𝑉𝑘(R𝑛) est donc l'ensemble des matrices rectangulairesÜ
𝑋1

1 · · · 𝑋1
𝑘

𝑋2
1 · · · 𝑋2

𝑘

· · · · · · · · ·
𝑋𝑛

1 · · · 𝑋𝑛
𝑘

ê
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qui peuvent s'interpréter comme un système de 𝑘 vecteurs indépendants dans R𝑛, autrement dit
un 𝑘-repère dans R𝑛. L'ensemble 𝑉𝑘(R𝑛) est un ouvert de l'espace vectoriel ℒ(R𝑘,R𝑛) et donc une
variété de dimension 𝑘𝑛 qu'on appelle la variété de Stiefel.

On introduit aussi l'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension 𝑘 de R𝑛, noté 𝐺𝑘(R𝑛),
et appelé la Grassmannienne des sous-espaces de dimension 𝑘 dans R𝑛. Le but de l'exercice est de
montrer que 𝐺𝑘(R𝑛) est une variété di�érentielle de dimension 𝑘(𝑛− 𝑘) et de produire un atlas de
cette variété.

Remarque : pour 𝑘 = 1, on a bien sûr 𝐺𝑘(R𝑛) = P𝑛(R), les Grassmanniennes sont donc des
généralisations des espaces projectifs.

1. Par dé�nition, un point𝑋 de 𝑉𝑘(R𝑛) engendre un sous-espace vectoriel de R𝑛, de dimension 𝑘.
Montrer que deux éléments 𝑋 et 𝑌 de 𝑉𝑘(R𝑛) engendrent le même sous-espace si et seulement
si, il existe un élément 𝐴 du groupe GL𝑘(R) tel que 𝑌 = 𝑋𝐴.

La variété de Grassmann 𝐺𝑘(R𝑛) correspond donc à l'espace quotient (ou espace des orbites)

𝐺𝑘(R𝑛) ≃ 𝑉𝑘(R𝑛)/GL𝑘(R),

où un point [𝑋] de l'espace quotient 𝑉𝑘(R𝑛)/GL𝑘(R) correspond à l'ensemble de tous les 𝑘-repères
𝑋 de 𝑉𝑘(R𝑛) qui engendrent un même sous-espace vectoriel 𝐸 de 𝐺𝑘(R𝑛). Pour toute partie 𝐼 de
cardinal 𝑘 de N𝑛 := {1, . . . , 𝑛}, on note 𝐽 := N𝑛 ∖ 𝐼 sa partie complémentaire.

2. Étant donné 𝑋 ∈ ℒ(R𝑘,R𝑛), on désigne par 𝑋𝐼 le mineur de taille 𝑘× 𝑘 extrait de 𝑋 par les
lignes indexées par 𝐼. Montrer que

(𝑋𝐴)𝐼 = 𝑋𝐼𝐴, (𝑋𝐴)𝐽 = 𝑋𝐽𝐴, ∀𝐴 ∈ GL𝑘(R),

3. Déduire de la question précédente que

det(𝑋𝐴)𝐼 = det𝑋𝐼 det𝐴, ∀𝐴 ∈ GL𝑘(R),

et que
(𝑋𝐴)𝐽(𝑋𝐴)

−1
𝐼 = 𝑋𝐽(𝑋)−1

𝐼 .

On déduit alors que l'ensemble

𝑈𝐼 := {[𝑋] ∈ 𝐺𝑘(R𝑛); det𝑋𝐼 ̸= 0}

et l'application
𝜓𝐼 [𝑋] := 𝑋𝐽𝑋

−1
𝐼 ∈ ℒ(R𝑘,R𝑛−𝑘),

dé�nie sur 𝑈𝐼 sont bien dé�nis sur 𝐺𝑘(R𝑛), car ils ne dépendent pas du représentant 𝑋 ∈ 𝑉𝑘(R𝑛)
choisi.

4. Montrer que les cartes locales (𝑈𝐼 , 𝜓𝐼) forment un atlas de classe C∞ de 𝐺𝑘(R𝑛). Expliciter
les changements de cartes.

Exercice 4 Le groupe orthogonal comme sous-variété

Soit O(3) le groupe des matrices orthogonales (c'est à dire des transformations linéaires de R3

qui préservent le produit scalaire),

O(3) =
{︀
𝑃 ∈ M3(R); 𝑃 𝑡𝑃 = 𝐼

}︀
1. En utilisant l'application

𝑓 : M3(R) → S2(R3), 𝑃 ↦→ 𝑃 𝑡𝑃 − 𝐼

et le théorème de la submersion, montrer que O(3) est une sous-variété de M3(R). Quelle est
sa dimension ?
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2. Calculer l'espace tangent au point 𝐼.

Exercice 5 La variété 𝑇𝑀 est orientable

Soit 𝑀 une variété de dimension 𝑛 et (𝑥𝑖) un système de coordonnées (une carte locale) sur 𝑀 .
Un vecteur tangent 𝜉𝑚 de l'espace tangent 𝑇𝑚𝑀 au point 𝑚 a alors pour expression

𝜉𝑚 = 𝜆𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
.

Un second système de coordonnées (𝑦𝑗) sur 𝑀 induit une seconde expression du vecteur tangent 𝜉𝑚
en 𝑚,

𝜉𝑚 = 𝜇𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑗
.

Une fois donné un atlas de 𝑀 , on en déduit alors un atlas particulier de 𝑇𝑀 (constitué des cartes
(𝑥𝑖, 𝜆𝑖), (𝑦𝑗 , 𝜇𝑗), (𝑧𝑘, 𝜈𝑘), . . ., où les cartes (𝑥𝑖), (𝑦𝑗), (𝑧𝑘), . . ., forment un atlas de 𝑀).

1. Considérons deux cartes locales 𝑋 = (𝑥𝑖, 𝜆𝑖) et 𝑌 = (𝑦𝑗 , 𝜇𝑗) de 𝑇𝑀 . On note 𝑦𝑗 = 𝜑𝑗(𝑥𝑖) le
changement de coordonnées (de cartes) sur 𝑀 . Expliciter le changement de carte sur 𝑇𝑀 .

2. Déterminer la matrice
𝜕𝑌

𝜕𝑋
de l'application linéaire tangente au changement de coordonnées

sur 𝑇𝑀
𝛿𝑋 = (𝛿𝑥𝑖, 𝛿𝜆𝑖) ↦→ 𝛿𝑌 = (𝛿𝑦𝑗 , 𝛿𝜇𝑗),

et en déduire que son jacobien est positif. En conclure que la variété 𝑇𝑀 est orientable.

Problème des extrema liés par la méthode des multiplicateurs de LagrangeProblème des extrema liés par la méthode des multiplicateurs de LagrangeProblème des extrema liés par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

Considérons le problème de la recherche des minima d'une fonction ℱ sous la contrainte 𝑓 ,
i.e.

min
𝑓(𝑥)=0

ℱ(𝑥).

La méthode des multiplicateurs de Lagrange formule des conditions nécessaires pour qu'un
point 𝑥 soit solution du problème, sous la condition que la contrainte 𝑓 soit une submersion
(i.e. que grad 𝑓 ̸= 0). Cette condition semble avoir été oubliée par de nombreux utilisateurs de
cette méthode. Dans l'exercice qui suit, on illustre le fait que, sans cette condition, la méthode
des multiplicateurs de Lagrange ne mène nulle part.
En e�et, considérons le calcul de la distance ∆ d'une matrice 3 × 3 déviatorique d'ordre
deux h0 (ayant, en général, 3 valeurs propres distinctes) à l'ensemble des matrices isotropes
transverses (i.e. ayant 2 valeurs propres égales). Ce problème se formule comme la minimisation
sous contrainte

∆2 = min
𝑓(h)=0

ℱ(h), ℱ(h) = ‖h− h0‖2 .

où
𝑓(h) =

(︀
trh2

)︀3 − 6
(︀
trh3

)︀2
.

Comme nous le montrerons, gradh 𝑓 = 0 pour tout h satisfaisant 𝑓(h) = 0. Dans ce cas, le
problème des multiplicateurs de Lagrange conduit à

gradhℱ + 𝜆 gradh 𝑓 = gradhℱ = 2(h− h0) = 0,

ce qui mène à une contradiction.

Exercice 6 Le cas des tenseurs d’ordre 2 isotropes transverses

On note S2(R3) l'espace vectoriel des matrices symétriques et H2(R3) le sous-espace de S2(R3)
des matrices de trace nulle (i.e. déviatoriques). On s'intéresse au sous-ensemble 𝑆 des matrices h
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déviatoriques isotropes transverses, i.e. ayant deux valeurs propres égales. On rappelle qu'une forme
normale de ces matrices est

h =

Ñ
−𝜆 0 0
0 −𝜆 0
0 0 2𝜆

é
, 𝜆 =

trh3

trh2
̸= 0. (3)

1. Montrer que si h est isotrope transverse alors

𝑓(h) :=
(︀
trh2

)︀3 − 6
(︀
trh3

)︀2
= 0 avec h ̸= 0.

(on admet la réciproque).

2. Calculer le gradient
gradh 𝑓

et montrer que gradh 𝑓 = 0 pour tout h isotrope transverse.

3. Peut-on en déduire, à l'aide du théorème de la submersion, que

𝑆 =
{︀
h ∈ H2(R3), 𝑓(h) = 0

}︀
,

est une sous-variété de H2(R3) ?

1.2 Champs de vecteurs sur une variété

Soit 𝑋 un champ de vecteurs sur R𝑛. Ce champ dé�nit une équation di�érentielle ordinaire

𝑐̇(𝑡) = 𝑋(𝑐(𝑡)).

Theorem 4 (Théorème de Cauchy-Lipschitz). Soit 𝑋 un champ de vecteurs sur R𝑛 de

classe 𝐶𝑘 (𝑘 ≥ 1). Alors, pour tout x0 ∈ R𝑛, il existe un voisinage 𝑈 de x0 et 𝜀 > 0 tel

que le problème initial

𝑐̇(𝑡) = 𝑋(𝑐(𝑡)), 𝑐(0) = x

avec x ∈ 𝑈 admet une solution 𝑐(𝑡) définie sur l’intervalle ] − 𝜀, 𝜀[, de classe 𝐶𝑘+1. De

plus cette solution est unique et dépend de manière 𝐶𝑘 de la condition initiale.

On notera cette solution 𝑐(𝑡) de manière plus précise par 𝜙(𝑡,x) = 𝜙𝑡(x), où 𝑡 est le temps
et x est la condition initiale. Cette application 𝜙 est dé�nie sur un voisinage de 𝑡 = 0 et de
x = x0. Elle véri�e bien évidement 𝜙(0,x) = x. On l'appelle le flot du champ de vecteurs
𝑋. Pour chaque 𝑡, 𝜙𝑡 est un di�éomorphisme local (unicité de la solution et dépendance
𝐶𝑘 à la condition initiale).

Exercice 7 Flot d’un champ de vecteurs

1. Soit 𝑋 le champ radial sur R𝑛 dé�ni par 𝑋(x) = x. Calculer son �ot. Celui-ci est-il dé�ni
pour toute valeur de 𝑡 ?

2. Soit 𝑋 le champ radial avec origine x0 sur R𝑛 dé�ni par 𝑋(x) = x − x0. Calculer son �ot.
Celui-ci est-il dé�ni pour toute valeur de 𝑡 ?

3. On se place dans R et on introduit le champ de vecteur 𝑋(𝑥) = 𝑥2. Calculer son �ot. Celui-ci
est-il dé�ni pour toute valeur de 𝑡 ?

Exercice 8 Propriété de sous-groupe à un paramètre

Soit 𝑋 un champ de vecteurs et 𝜙𝑡 son �ot. Montrer que si 𝜙𝑡, 𝜙𝑠 et 𝜙𝑡+𝑠 sont dé�nis, alors

𝜙𝑡+𝑠(x) = 𝜙𝑡(𝜙𝑠(x)) = 𝜙𝑠(𝜙𝑡(x)).
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Exercice 9 Champ de vecteurs dépendant du temps

Un � champ de vecteur dépendant du temps � sur une variété 𝑀 est un champ de vecteur 𝑢𝑢𝑢(𝑡)
dépendant d'un paramètre 𝑡 ∈ R de sorte que :

𝑢𝑢𝑢(𝑡,x) ∈ 𝑇x𝑀, ∀𝑡 ∈ R.

Le problème de Cauchy associé s'écrit :

𝑐̇(𝑡) = 𝑢𝑢𝑢(𝑡, 𝑐(𝑡)), 𝑐(𝑠) = 𝑥. (4)

La solution de ce problème, fournie par le théorème de Cauchy-Lipschitz, dé�nit un �ot, noté 𝜙𝑡
𝑠

dé�ni par
𝜕𝑡𝜙

𝑡
𝑠(x) = 𝑢𝑢𝑢(𝑡, 𝜙𝑡

𝑠(x)), 𝜙𝑠
𝑠(x) = x.

Introduisons la variété ̃︁𝑀 := R×𝑀 . Alors l'espace tangent en un point (𝑡,𝑚) ∈ R×𝑀 s'écrit

𝑇(𝑡,𝑚)(R×𝑀) = R⊕ 𝑇𝑥𝑀.

On dé�nit alors le champ de vecteur ̃︀𝑢𝑢𝑢(𝑡,x) = 𝜕𝑡 + 𝑢𝑢𝑢(𝑡,x) sur ̃︁𝑀 , dont le �ot s'écrit

𝜙𝜏 (𝑡,x) = (𝜙𝜏
1(𝑡,x), 𝜙

𝜏
2(𝑡,x)) ∈ R×𝑀.

1. Montrer que 𝜙𝜏
1(𝑡,x) = 𝜏 + 𝑡.

2. Monter que 𝜙𝑡
𝑠(x) = 𝜙𝑡−𝑠

2 (𝑠,x).

3. De la propriété de sous-groupe à un paramètre véri�ée par 𝜙, en déduire que

𝜙𝑡
𝑠 = 𝜙𝑡

𝑟 ∘ 𝜙𝑟
𝑠, ∀𝑟, 𝑠, 𝑡.

Exercice 10 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Étant donné un champ de vecteur 𝑋 sur une variété 𝑀 , on dé�nit l'opérateur

ℒ𝑋 : 𝐶∞(𝑀) → 𝐶∞(𝑀), 𝑓 ↦→ ℒ𝑋 𝑓 := d𝑓.𝑋 = 𝑋𝑖 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
.

1. Montrer que cet opérateur est une dérivation sur l'algèbre de fonctions 𝐶∞(𝑀), c'est à dire
un opérateur linéaire 𝐶∞(𝑀) → 𝐶∞(𝑀), qui véri�e de plus

ℒ𝑋(𝑓𝑔) = 𝑓(ℒ𝑋 𝑔) + (ℒ𝑋 𝑓)𝑔, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀), (règle de Leibniz).

2. Soit 𝑋 et 𝑌 deux champs de vecteurs. Montrer que ℒ𝑋 ℒ𝑌 −ℒ𝑌 ℒ𝑋 est aussi une dérivation.

3. On considère un système de coordonnées locales (𝑥𝑖). Montrer que

(ℒ𝑋 ℒ𝑌 −ℒ𝑌 ℒ𝑋)𝑓 =𝑊 𝑖 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
,

et donner l'expression de 𝑊 𝑖.

Remarque : 𝑊 𝑖 𝜕
𝜕𝑥𝑖 est l'expression locale d'un champ de vecteur 𝑊 , qu'on note [𝑋,𝑌 ] et

qu'on appelle le crochet de Lie des champs 𝑋 et 𝑌 . On a alors

ℒ[𝑋,𝑌 ] 𝑓 = (ℒ𝑋 ℒ𝑌 −ℒ𝑌 ℒ𝑋)𝑓 = [𝑋,𝑌 ]𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
,

4. Que vaut [ 𝜕
𝜕𝑥𝑖 ,

𝜕
𝜕𝑥𝑗 ] ?

5. Que vaut [𝑋, 𝜕
𝜕𝑥𝑖 ] ?

6. Montrer que, pour tous champs de vecteurs 𝑋, 𝑌 , 𝑍, sur 𝑀 , on a
(a) [𝑌,𝑋] = −[𝑋,𝑌 ] (antisymétrie du crochet de Lie),
(b) [[𝑋,𝑌 ], 𝑍] + [[𝑌, 𝑍], 𝑋] + [[𝑍,𝑋], 𝑌 ] = 0 (identité de Jacobi).
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1.3 Pullback et dérivée de Lie

Soit 𝜙 : 𝑀 → 𝑁 une application di�érentiable entre deux variétés di�érentielles 𝑀 et 𝑁 . On
introduit le pullback (et son inverse, le push-forward) qui transforme les champs de tenseurs sur 𝑁
en champs de tenseurs sur 𝑀 . Il y a une seule façon d'écrire un pullback et celle-ci se visualise bien
à partir du diagramme suivant :

𝑇𝑀
𝑇𝜙 //

𝜋𝑇𝑀

��

𝑇𝑁

𝜋𝑇𝑁

��
𝑀

𝜙 // 𝑁

Par exemple :
� Le pullback d'un champ de tenseurs d'ordre 0, c'est à dire d'une fonction 𝑓 ∈ C∞(𝑁) s'écrit

𝜙*𝑓 := 𝑓 ∘ 𝜙.

� Le pullback d'une 1-forme 𝛼 (un champ de covecteurs) sur 𝑁 est dé�ni par

(𝜙*𝛼)𝑚(𝑋𝑚) := 𝛼𝜙(𝑚)(𝑇𝑚𝜙.𝑋𝑚), 𝑋𝑚 ∈ 𝑇𝑚𝑀,

que l'on réécrit de manière plus concise

(𝜙*𝛼)(𝑋) := (𝛼 ∘ 𝜙)(𝑇𝜙.𝑋) = ((𝛼 ∘ 𝜙), 𝑇𝜙.𝑋) = ((𝑇𝜙)⋆.(𝛼 ∘ 𝜙), 𝑋) , 𝑋 ∈ 𝑇𝑀,

ou encore
𝜙*𝛼 := 𝛼 ∘ 𝜙 . 𝑇𝜙 = (𝑇𝜙)⋆. 𝛼 ∘ 𝜙.

� Le pullback d'un champ de vecteurs ou plus généralement d'un champ de tenseurs contra-
variants ou mixtes nécessite que 𝜙 soit inversible. On a par exemple, 𝑋 étant un champ de
vecteurs sur 𝑁 ,

(𝜙*𝑋)(𝑚) := 𝑇𝜙(𝑚)𝜙
−1. 𝑋(𝜙(𝑚)),

que l'on réécrit
𝜙*𝑋 := 𝑇𝜙−1. 𝑋 ∘ 𝜙.

Exercice 11

1. Expliciter le pullback 𝜙*k d'un champ de tenseurs covariants d'ordre 2, k, à l'aide de F = 𝑇𝜙
et F⋆ = (𝑇𝜙)⋆ visualisés sur les diagrammes

𝑇𝑀
𝑇𝜙 //

𝜋𝑇𝑀

��

𝑇𝑁

𝜋𝑇𝑁

��
𝑀

𝜙 // 𝑁

𝑇 ⋆𝑀

𝜋𝑇⋆𝑀

��

𝑇 ⋆𝑁
(𝑇𝜙)⋆oo

𝜋𝑇⋆𝑁

��
𝑀

𝜙 // 𝑁

2. Si q désigne la métrique euclidienne sur 𝑀 = 𝑁 = R3, comment s'écrit C := 𝜙*q dans un
système de coordonnées orthonormées ? On pourra introduire F𝑡 et F⋆ dé�nis à l'aide du
diagramme suivant, avec ici q𝑀 = q𝑁 = q,

𝑇 ⋆𝑀 𝑇 ⋆𝑁
F⋆
oo

𝑇𝑀

q𝑀

OO

F // 𝑇𝑁

F𝑡

dd

q𝑁

OO q𝑀 F𝑡 = F⋆ q𝑁 ,

de sorte que F𝑡 = q−1F⋆ q, soit en composantes (F𝑡)𝐼 𝑗 = 𝑞𝐼𝐾 (F⋆)𝐾
𝑙 𝑞𝑙𝑗 .
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3. Expliciter le pullback 𝜙*𝜎𝜎𝜎 d'un champ de tenseurs contravariants d'ordre 2, 𝜎𝜎𝜎, dans R3 à
l'aide de F = 𝑇𝜙.

Le groupe des di�éomorphismes Diff(𝑀) d'une variété di�érentielle 𝑀 agit linéairement sur tout
espace T(𝑀), de champs de tenseurs sur 𝑀 . Plus précisément, l'application

𝜌 : Diff(𝑀) → GL(T(𝑀)), 𝜙 ↦→ 𝜌(𝜙) = 𝜙*

satisfait
𝜌(𝜙1 ∘ 𝜙2) = 𝜌(𝜙1)𝜌(𝜙2).

Pour des raisons historiques, c'est en général l'action (à droite) 𝜙* = (𝜙−1)* qui est plutôt considérée.
La dérivée de Lie d'un champ de tenseurs T ∈ T(𝑀) correspond à l'action in�nitésimale de cette
action. Plus précisément. Soit 𝜙(𝑡) un chemin de di�éomorphismes avec 𝜙(0) = 𝑖𝑑 et 𝜙̇(0) = 𝑋,
alors

ℒ𝑋 T :=
d

d𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝜙(𝑡)*T,

où T est un champ de tenseur quelconque dé�ni sur 𝑀 .

Remark 5. On peut appliquer, en particulier, la formule précédente sur le �ot 𝜙(𝑡) de 𝑋, c'est à dire
le chemin de di�éomorphismes 𝜙(𝑡) solution de l'équation di�érentielle

𝜕𝑡𝜙(𝑡,𝑚) = 𝑋(𝜙(𝑡,𝑚)), 𝜙(0,𝑚) = 𝑚.

Exercice 12

1. Que vaut ℒ𝑋 𝑓 quand 𝑓 est une fonction ?

2. En déduire l'expression locale de ℒ𝑋 𝑓 .

Exercice 13 Règle de Leibniz

1. Montrer que si 𝛼 est une 1-forme sur 𝑁 , 𝑌 , un champ de vecteur sur 𝑁 et 𝜙, un di�éomor-
phisme de 𝑀 dans 𝑁 , on a :

𝜙*(𝛼(𝑌 )) = (𝜙*𝛼)(𝜙*𝑌 ).

2. En déduire que :
ℒ𝑋(𝛼(𝑌 )) = (ℒ𝑋 𝛼)(𝑌 ) + 𝛼(ℒ𝑋 𝑌 ),

i.e., la règle de Leibniz est une conséquence du fait que le pull-back commute avec la contrac-
tion.

Exercice 14 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Soit 𝑓 une fonction. On rappelle que si 𝜙 une application di�érentiable, alors

d(𝜙*𝑓) = 𝜙*(d𝑓).

1. Soit 𝑌 un champ de vecteurs et 𝜙 un di�éomorphisme. Montrer que

𝜙* (ℒ𝑌 𝑓) = ℒ𝜙* 𝑌 (𝜙
* 𝑓).

2. En déduire que
ℒ𝑋 ℒ𝑌 𝑓 = ℒℒ𝑋 𝑌 𝑓 + ℒ𝑌 ℒ𝑋 𝑓.
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3. Conclure que
[𝑋,𝑌 ] = ℒ𝑋 𝑌,

où [𝑋,𝑌 ] est le crochet de Lie des champs de vecteurs 𝑋 et 𝑌 , implicitement dé�ni par

ℒ[𝑋,𝑌 ] 𝑓 = (ℒ𝑋 ℒ𝑌 −ℒ𝑌 ℒ𝑋) 𝑓.

Exercice 15 Champs de vecteurs qui commutent

Soit 𝑋 et 𝑌 deux champs de vecteurs dé�nis sur une variété di�érentielle 𝑀 . On désigne leur
�ots respectifs par 𝜙𝑡 et 𝜓𝑠.

1. Montrer que les �ots commutent, c'est-à-dire que 𝜓𝑠∘𝜙𝑡 = 𝜙𝑡∘𝜓𝑠 si et seulement si [𝑋,𝑌 ] = 0.

Exercice 16 Dérivée de Lie de la métrique euclidienne

1. Soit 𝑋 un champ de vecteurs dé�ni sur un ouvert Ω de R3 et q la métrique euclidienne sur
R3. Montrer que les composantes de ℒ𝑋 q dans un système de coordonnées locales (𝑥𝑖) de Ω
s'écrivent

(ℒ𝑋 q)𝑖𝑗 = 𝑋𝑘𝜕𝑘𝑞𝑖𝑗 + 𝑞𝑘𝑗𝜕𝑖𝑋
𝑘 + 𝑞𝑖𝑙𝜕𝑗𝑋

𝑙.

Cette formule reste valable si 𝑋 = 𝑢𝑢𝑢(𝑡) est un champ de vecteurs dépendant du temps.

2. Que valent ces composantes dans un système de coordonnées linéaires (𝑥𝑖) dé�nies à partir
d'une base (𝑒𝑒𝑒𝑖) de R3,
(a) non nécessairement orthonormée,
(b) orthonormée.

3. Donner l'interprétation mécanique du résultat précédent lorsque Ω est la con�guration dé-
formée de la Mécanique des Milieux Continus (plongée dans R3), et 𝑋 = 𝑢𝑢𝑢 est le champ des
vitesses euleriennes.

Exercice 17 Formule magique

La dérivée de Lie peut être étendue aux champs de vecteurs dépendant du temps en posant

ℒ𝑢𝑢𝑢(𝑡)T :=
𝜕

𝜕𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=𝑡

(𝜙𝜏
𝑡 )

*T.

Étant donné un chemin de plongement 𝑝(𝑡) : ℬ → 𝑀 , on dé�nit sa vitesse eulerienne comme le
champ de vecteur dépendant du temps et dé�ni sur 𝑀 par

𝑢𝑢𝑢(𝑡) := 𝜕𝑡𝑝 ∘ 𝑝(𝑡)−1

1. Soit 𝜙𝑡
𝑠 le �ot de 𝑢𝑢𝑢(𝑡). Montrer que 𝑝(𝑡) = 𝜙𝑡

𝑠 ∘ 𝑝(𝑠).
2. Soit T(𝑡) un champ de tenseur dépendant du temps et dé�ni sur Ω𝑝(𝑡) = 𝑝(𝑡)(ℬ). En déduire

que
𝜕𝑡(𝑝(𝑡)

*T(𝑡)) = 𝑝(𝑡)*
(︀
𝜕𝑡T+ ℒ𝑢𝑢𝑢(𝑡)T(𝑡)

)︀
.

3. Relier le tenseur de Cauchy-Green droitC = 𝜙*q (dé�ni sur la con�guration de référence Ω0 =
𝜙−1(Ω) de la Mécanique des Milieux Continus) au taux de déformation d de la Mécanique
des Milieux Continus (dé�ni sur la con�guration déformée Ω = 𝜙(Ω0)).
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1.4 Différentielle extérieure – Théorème de Stokes

∙ Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs 𝑋,𝑌 est dé�ni par

[𝑋,𝑌 ] := ℒ𝑋 𝑌,

et a pour composantes dans tout système de coordonnées locales (𝑥𝑖) :

[𝑋,𝑌 ]𝑗 = 𝑋𝑖𝜕𝑖𝑌
𝑗 − 𝑌 𝑖𝜕𝑖𝑋

𝑗 . (6)

∙ La dérivée extérieure est une application linéaire

d : Ω𝑘(𝑀) → Ω𝑘+1(𝑀)

qui étend la di�érentielle d'une fonction (une 0-forme) à une forme di�érentielle de degré
𝑘 quelconque. Elle est dé�nie récursivement (sur le degré) par la formule de Cartan

ℒ𝑋 = d ∘ 𝑖𝑋 + 𝑖𝑋 ∘ d.

Sa propriété principale est le fait que

d ∘ d = 0.

Exercice 18 Dérivée extérieure d’une forme de degré 1 ou 2

1. En utilisant la formule de Cartan, montrer que la di�érentielle extérieure d'une 1-forme 𝛼
s'écrit :

(d𝛼)(𝑋,𝑌 ) = ℒ𝑋(𝛼(𝑌 ))− ℒ𝑌 (𝛼(𝑋))− 𝛼([𝑋,𝑌 ])

et en déduire son expression en composantes (d𝛼)𝑖𝑗 .

2. En utilisant la formule de Cartan, montrer que la di�érentielle extérieure d'une 2-forme 𝜔
s'écrit :

d𝜔(𝑋,𝑌, 𝑍) = ℒ𝑋(𝜔(𝑌, 𝑍)) + 𝜔(𝑋, [𝑌,𝑍]) + ℒ𝑌 (𝜔(𝑍,𝑋)) + 𝜔(𝑌, [𝑍,𝑋])

+ ℒ𝑍(𝜔(𝑋,𝑌 )) + 𝜔(𝑍, [𝑋,𝑌 ]).

et en déduire son expression en composantes (d𝜔)𝑖𝑗𝑘.

On observe à nouveau que l’expression de la dérivée de Lie d’une forme se réduit à la connais-

sance de la dérivée de Lie d’une fonction et de celle d’un champ de vecteurs ( i.e., du crochet

de Lie).

Exercice 19 Divergence d’un champ de vecteurs

Soit 𝜔 ∈ Ω𝑛(𝑀) une forme volume sur une variété 𝑀 de dimension 𝑛. On dé�nit la divergence
div𝜔𝑋 d'un champ de vecteurs 𝑋 sur 𝑀 par

ℒ𝑋 𝜔 = (div𝜔𝑋)𝜔.

1. Pourquoi ℒ𝑋 𝜔 est proportionnelle à 𝜔 ?

2. Montrer que si 𝑀 = R3 et 𝜔 est le déterminant d𝑥1 ∧ d𝑥2 ∧ d𝑥3 dans la base canonique de
R3, alors div𝜔𝑋 correspond à la "divergence ordinaire"

div𝑋 = 𝜕1𝑋
1 + 𝜕2𝑋

2 + 𝜕3𝑋
3,

d'un champ de vecteurs 𝑋 sur R3.
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Exercice 20 Conservation de la masse

On rappelle que le body ℬ est muni d'une forme volume 𝜇, la mesure de masse. A chaque
plongement 𝑝 correspond donc une forme volume 𝑝*𝜇 sur la con�guration Ω𝑝 = 𝑝(ℬ) qui est donc
proportionnelle à la forme volume volq = 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 (dans tout système de coordonnées
orthonormales direct (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) dé�nie sur l'espace). Ceci permet de dé�nir la densité de masse

𝜌 comme une fonction scalaire sur le domaine spatial Ω𝑝 par

𝑝*𝜇 = 𝜌 volq.

1. On considère une con�guration de référence 𝑝0 : ℬ → Ω0 et une con�guration actuelle 𝑝 :
ℬ → Ω𝑝. On introduit la transformation 𝜙 : Ω0 → Ω𝑝, dé�nie par 𝜙 := 𝑝 ∘ 𝑝0−1. Montrer que

𝜌0 = (𝜙*𝜌)𝐽𝜙 = (𝜌 ∘ 𝜙)𝐽𝜙.

(Rappel : le Jacobien 𝐽𝜙 est dé�ni implicitement par l'équation 𝜙*volq = 𝐽𝜙volq, où 𝐽𝜙 =
detF𝜙, (𝑝 ∘ 𝑝−1

0 )* = (𝑝−1
0 )*𝑝* et (𝑝0−1)* = (𝑝0

*)−1 = 𝑝0*).

2. En déduire la version dynamique de la conservation de la masse

𝜕𝑡𝜌+ div(𝜌𝑢𝑢𝑢) = 𝜌̇+ 𝜌 div𝑢𝑢𝑢 = 0, 𝜌̇ := 𝜕𝑡𝜌+∇𝑢𝑢𝑢𝜌,

si 𝜙(𝑡) est un chemin de plongements. On pourra faire appel à la � formule magique � :

𝜕𝑡𝜙
*𝜔 = 𝜙*(𝜕𝑡𝜔 + ℒ𝑢𝑢𝑢𝜔).

Exercice 21 Lois de conservations intégrales

Soit Ω = 𝑝(ℬ) la con�guration actuelle (plongée par 𝑝 dans l'espace euclidien (ℰ ,q)) et

V := 𝜕𝑡𝑝, 𝑢𝑢𝑢 = V ∘ 𝑝−1

les vitesses lagrangienne et eulerienne.

1. Etablir, à l'aide de la formule magique, la relation suivante,

𝑑

𝑑𝑡

�
Ω
𝜔 =

�
Ω
𝜕𝑡𝜔 + ℒ𝑢𝑢𝑢 𝜔,

valable pour toute 3-forme alternée 𝜔 dé�nie sur Ω.

2. Soit 𝑓 une fonction. Montrer, en utilisant la question 1, que

𝑑

𝑑𝑡

�
Ω
𝑓 volq =

�
Ω

Ä
𝑓 + 𝑓 div𝑢𝑢𝑢

ä
volq où 𝑓 := 𝜕𝑡𝑓 +∇𝑢𝑢𝑢𝑓.

où pour une fonction ∇𝑢𝑢𝑢𝑓 := d𝑓.𝑢𝑢𝑢.

3. Soit 𝑓 une fonction et 𝜌 la masse volumique. Montrer, à l'aide de la conservation de la masse,
que

d
d𝑡

�
Ω
𝜌𝑓 volq =

�
Ω
𝜌𝑓 volq.
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