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Fewille d’exercices

1 Enoncés des exercices

1.1 Variétés différentielles et fibrés vectoriels

Definition 1. Soit f : M — N une application différentiable. On dit que f est une
submersion au point m si son application linéaire tangente

Tonf Ty M — Tf(m)N
est surjective.

Theorem 2 (Théoréme de la submersion). Soit f : R™ — RP une application lisse. Si f
est une submersion en tout point de

S:=f710) = {z e R™; f(z) =0},

alors S est une sous-variété lisse de dimension n—p de R™ et l’espace tangent en un point
xg de S s’écrit

T,,S =ker Ty, f.

Remark 3. C’est la version non linéaire du résultat suivant d’algébre linéaire. Soit L :
R™ — RP une application linéaire surjective. Alors

ker L := {z € R"; Lz =0}
est un sous-espace vectoriel de dimension n — p de R”, par la formule de la dimension

dimker L + dim L(F) = dim E, (E : espace de départ)

Exercice 1 Structure de variété différentielle sur la sphére
On définit la sphére de dimension n

12

S" = {x = (1:1, . ,x”"'l) e R Hx||2 i M _|_$”+12 _ 1} )

Le pole Nord est le point N = (0,...,0,1) et le pole Sud, le point S = (0,...,0,—1). On note
H:={x= (zt, ..., 2" ") e R gt = 0}

le plan équatorial. On pose Uy = S™ \ {N} et Usg = S™ \ {S} et on introduit les projections
stéréographiques Yy : Uy — H et ¢g : Usg — H.
1. Calculer ¥y et 1g.

2. Calculer les changements de cartes correspondant ¥yg = g o w;[l, sy = Yy © 1/15?1 et
préciser leur domaine de définition respectifs.



3. En déduire que les deux cartes (Un,9¥n) et (Us,s) forment un atlas de S™ qui est ainsi
munie d’une structure de variété différentielle.

4. Montrer directement que S™ est aussi une sous-variété de R™+1,
Solution de I’exercice 1

1. La projection stéréographique de poéle Nord est définie comme suit : on considére une droite
issue du pole Nord (et non tangente a la sphére). Elle coupe la sphére en un point M =
(x',..., 2", et le plan équatorial en un point m = (ul,...u™ 0) qui est la projection
stéréographique du point M. Le théoréme de Thalés nous donne alors

i

¢N: uizm, Z:17,n (].)

De méme, pour la projection stéréographique de pole Sud, on obtient :
i
T 1t

Vg vt 1=1,...,n. (2)

2. Premiérement, il nous faut inverser ¥y et ¥g. Commengons par ¥y. On se donne m =
(ul,...u",0) dans le plan équatorial et on cherche M = (x!,... 2""1) sur la sphére satisfai-
sant (1), c’est a dire

2t = (1—z" ), 1=1,...,n.

En utilisant le fait que Z?;’ll i = 1, on tire d’abord

i2
n+1 Zz u'” —1

X = = 9
> w41
puis '
- 2u’ )
= i=1,...,n.
2ut 41
De méme, pour l'inverse de g, on trouve
1-3 0t 20
n+l __ 3 i _ S
x - 7/27 xr = 12, Z—l’...,n.
1+ v 1+
On en déduit 4 '
(2 UZ

Yng s u' et = Yoy vt ut =

2 b 2 *
2wt 20
Les domaines de définitions de ces deux applications, inverses I'une de I’autre, sont R™\ {0}.

3. Comme les changements de cartes ¥ng et gy sont C°, cet atlas muni la sphére S™ d’une
structure de variété différentielle de clagse C*°.

4. On introduit la fonction
fIRI SR x e X2 -1,

de sorte que S™ = f71(0). La fonction f est C™ et sa différentielle s’écrit
dx f.0x = 2x - ix.

Cette différentielle dy f est une application surjective si x # 0. Ainsi, f est une submersion
sur f~1(0) car 0 ¢ f~1(0). D’aprés le théoréme de la submersion, S” est bien une sous-variété
de R+,



Exercice 2 Espaces projectifs P"(R)

L’espace projectif P"(R) est I’ensemble des droites (vectorielles) de R**!. Chaque droite de R™+!
étant engendrée par un vecteur non nul de R"*! et deux vecteurs non nuls colinéaires engendrant
la méme droite, 'espace projectif P™(R) correspond donc a Iespace quotient

P"(R) ~ R"*! — {0} /R — {0} .

L’objectif de cet exercice est de montrer que P™(R) est une variété différentielle lisse de dimension n.
Pour n = 1, P}(R) est difféomorphe & un cercle. Pour n = 2, P2(R) est une variété différentielle de di-
mension 2 non-orientable (donc unilatére) dont une immersion dans R? (avec des auto-intersections)
correspond & la surface de Boy

FiGURE 1 — Surface de Boy

Pour 1 <i < n+1, on introduit

U; == {[x] € P"(R); 2’ # 0},

vi([x]) = ("’“1. ...,xi_.l,x&l,...,xnﬂ)

et ¥;: Uy — R™ avec

;7
1. Montrer que (U;, ;) est une carte de P™(R) et calculer son inverse.

2. Calculer les changements de cartes 1;; := 9; oz/;i_lz Yi(U;NU;) — 4 (U;NU;) correspondant.

3. Montrer que A = (Ui, %i)icqo,...n} est un atlas qui munit P*(R) d’une structure de variété
différentielle de classe C™°.

Solution de ’exercice 2

1. U; est une partie de P*(R) et v; une bijection de U; dans R"™. Par définition, (U;, ;) est une

carte de P"(R). En notant ¢;([x]) = (u',...,u") = u, son inverse ¢; ' : R® — U; est donnée
par ' '

O ) = [ut e T
avec, [x] = [#! : ... : 2""1] les coordonnées homogeénes dans P"*(R) telles que pour tout
AER {0}, [x] =[z': ... 2P = A2t oo A2t

2. Ona [x] € U;NUj et on note u et v les images de [x| par v; et 1; respectivement. Pour i < j,
le changement de carte est donné par

(ul Wl 1w W=l i+t u”

(¢jo1/;;1)('u,): .,4,.,...,4>:(v1,...,v"):'v

Ty e ey

w’ w Cwd wd wd T wd



3. Les changements de carte sont rationnels donc C*°, l'atlas A = (Ui, ¥i)icqo,... n} munit donc
P™"(R) d’une structure de variété différentielle de classe C*° (et méme analytique).

Exercice 3 Les variétés de Stiefel et Grassmann

Pour 1 < k < n, on introduit ’ensemble
Vi(R") := {X € L(R",R"); rang(X) =k} .

Vi:(R™) est donc ’ensemble des matrices rectangulaires

Xy oo X
X2 - X%
X" e X7y

qui peuvent s’interpréter comme un systéme de k vecteurs indépendants dans R", autrement dit
un k-repére dans R™. L’ensemble Vi (R") est un ouvert de I'espace vectoriel £(R¥,R") et donc une
variété de dimension kn qu’on appelle la variété de Stiefel.

On introduit aussi l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de R™, noté G(R"),
et appelé la Grassmannienne des sous-espaces de dimension k& dans R™. Le but de l'exercice est de
montrer que Gi(R™) est une variéte différentielle de dimension k(n — k) et de produire un atlas de
cette variété.

Remarque : pour £ = 1, on a bien sir Gi(R") = P"(R), les Grassmanniennes sont donc des
généralisations des espaces projectifs.

1. Par définition, un point X de Vi (R™) engendre un sous-espace vectoriel de R", de dimension k.
Montrer que deux éléments X et Y de Vi (R") engendrent le méme sous-espace si et seulement
si, il existe un élément A du groupe GLg(R) tel que Y = X A.

La variété de Grassmann G (R™) correspond donc & 'espace quotient (ou espace des orbites)
Gr(R") >~ Vi (R")/GL(R),

ou un point [X] de I'espace quotient Vi (R™)/GLg(R) correspond a l'ensemble de tous les k-repéres
X de Vi(R™) qui engendrent un méme sous-espace vectoriel E de Gi(R™). Pour toute partie I de
cardinal k de N,, := {1,...,n}, on note J := N, \ I sa partie complémentaire.

2. Etant donné X € L(R* R"), on désigne par X; le mineur de taille k x k extrait de X par les
lignes indexées par I. Montrer que

(XA)] = XIAa (XA)J = XJAa VA e GLk’(R)v
3. Déduire de la question précédente que
det(XA)r = det X7 det A, VA € GL(R),

et que
(XA) (XA =X,X)7%

On déduit alors que I’ensemble
Uy = {[X] S Gk(Rn); det Xy 7é 0}

et I’application
Yr[X] = XXt € L(RF,R™F),

définie sur Ur sont bien définis sur Gi(R™), car ils ne dépendent pas du représentant X € Vi (R")
choisi.



4. Montrer que les cartes locales (Ur, ;) forment un atlas de classe C> de G(R"™). Expliciter
les changements de cartes.

Solution de ’exercice 3

1. Soit X et Y deux éléments de V(R™) qui engendrent le méme sous-espace vectoriel £ de R™ de
dimension k. Alors, (X;)1<i<k et (Yj)1<j<k forment deux bases de E et il existe A € GL(R)
tel que Y; =5, Xk.A;?, qui s’écrit aussi matriciellement Y = X A. Pour tout v € F

v :ZviXi = ijYj = ij (ZX;&I?) = Z(A?wj) X

k

On retrouve I'expression du changement de base v = A;-wj . Inversement, si Y = X A, alors
(Xi)1<i<k et (Yj)1<j<k engendrent le méme espace vectoriel.

2. On montre facilement que le mineur (X A); de talle k x k extrait de X A par les lignes indexées
par I est égal au produit du mineur X7 avec A. Ainsi

(XA)[ = XA, (XA)J = X A, VA € GLk(R)
3. On déduit de la question précédente que pour tout A € GLk(R)
det(X A); = det(X7A) = det X;det A

et que
(XA)J(XA) ' = X AXA) ™ = X A4 (X)) = X0

4. Pour calculer l'inverse w;l sachant que 1y : Uy — RF(F) et o[X] = XJX;1 = U, on
cherche Z tel que Z; = U et Z; = 1d. Ainsi, ¢;[Z] = U et [Z] = ¢; }(U). On a alors

A=

{5;’, sii =i, €l ={i; <...<ir},
J

Ui, sii¢l,
avec i, la renumérotation des indices de I. On note ¢, [X] = U, on calcule le changement de
cartes

(W 0o ¥ )U) = ¥p|2) = Zp 25 = V.

L’application U +— Z(U) est clairement affine alors que Z — V(Z) est rationnelle, donc les
changements de carte sont C*°. Les cartes locales (Ur, 1) forment un atlas de classe C*°, qui
munit Gx(R™) d’une structure de variété différentielle de dimension k(n — k).

Exercice 4 Le groupe orthogonal comme sous-variété

Soit O(3) le groupe des matrices orthogonales (c’est & dire des transformations linéaires de R3
qui préservent le produit scalaire),

0(3) = {P € M3(R); P'P =1}
1. En utilisant 'application
f:M3R) = S*R?, P—PP-1I

et le théoréme de la submersion, montrer que O(3) est une sous-variété de M3(R). Quelle est
sa dimension 7

2. Calculer 'espace tangent au point [.



Solution de ’exercice 4

1. On a O(3) = {P € M3(R); f(P)=0}. L’application f est lisse et son application linéaire
tangente au point P s’écrit

Tpf: M3(R) — S*(R®), 6P+ P'SP+6P'P.

Si de plus P € O(3), alors P'P = I et on va montrer que Tpf est surjective. Soit A € S?(R?),
il faut trouver 6P € M3(R) tel que

P'$P +6P'P = A.
Si P = I, cette équation s’écrit P + §P* = A. On a alors & resoudre
P+ 6P = A.

Une solution particuliére (symétrique) s’écrit donc 0P = %A.

Si P est quelconque mais dans O(3), on a & résoudre P'6P + §P'P = A. Une solution
particuliére est P = %PA, car P'tP = 1.

Conclusion : f est donc bien une submersion en tout P € O(3) et O(3) est une sous-variété
lisse de M3(R) ~ R? de dimension

dim M3(R) — dim S*(R?*) = 9 — 6 = 3.
2. L’espace tangent en l'identité a O(3) s’écrit
TrO(3) =ker T; f = {6P € M3(R); 6P + 6P" =0} .

C’est 'espace des matrices antisymétriques. On note cet espace 0(3), c’est aussi ’espace des
rotations infinitésimales.

Exercice 5 La variété T'M est orientable

Soit M une variété de dimension n et (z°) un systéme de coordonnées (une carte locale) sur M.
Un vecteur tangent &, de 'espace tangent 7, M au point m a alors pour expression

; 0
bm = A oxt’

Un second systéme de coordonnées (y?) sur M induit une seconde expression du vecteur tangent &,
en m,

—
Em = 1 9yj :

Une fois donné un atlas de M, on en déduit alors un atlas particulier de TM (constitué des cartes
(%, \), (y7, 7)), (2%, V%), ..., ot les cartes (z%), (37), (2%), ..., forment un atlas de M).
1. Considérons deux cartes locales X = (2, \?) et Y = (7, /) de TM. On note 3/ = ¢/ (z%) le

changement de coordonnées (de cartes) sur M. Expliciter le changement de carte sur T M.

: .Y o
2. Déterminer la matrice — de ’application linéaire tangente au changement de coordonnées

0X
sur TM ‘ ' ' '
0X = (02", 0\") — 0Y = (dy’,op7),

et en déduire que son jacobien est positif. En conclure que la variété T'M est orientable.

Solution de I’exercice 5



1. Le changement de carte correspondant sur 7'M est ®: X = (z°,\}) = Y = (3, ), avec

Yy = ¢ (a")
9
i— 92\

. ozt

Remarque : On a de plus

. N —1
0 _pi 0 0 (piy= (27 _ (2

2. La matrice de 'application linéaire tangente T'® s’écrit

oyl o A , A

O [ 0c 9l | ayee W 09 _ OV

0X 0 oW |’ oN' Oxt Ozt
O\t

Son jacobien

: 2
B 8Y> B oy’
J = det <6X = (det (8331))

est positif.
Conclusion : Pour l'atlas considéré de T'M, tous les changements de carte sont & jacobien
positif. La variété T'M est donc orientable (méme si la variété M ne est pas).

Probléme des extrema liés par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

Considérons le probléme de la recherche des minima d’une fonction F sous la contrainte f,
1.e.

min F(x).

f(z)=0
La méthode des multiplicateurs de Lagrange formule des conditions nécessaires pour qu’un
point z soit solution du probléme, sous la condition que la contrainte f soit une submersion
(i.e. que grad f # 0). Cette condition semble avoir été oubliée par de nombreux utilisateurs de
cette méthode. Dans ’exercice qui suit, on illustre le fait que, sans cette condition, la méthode
des multiplicateurs de Lagrange ne méne nulle part.
En effet, considérons le calcul de la distance A d’une matrice 3 x 3 déviatorique d’ordre
deux hg (ayant, en général, 3 valeurs propres distinctes) a I’ensemble des matrices isotropes
transverses (i.e. ayant 2 valeurs propres égales). Ce probléme se formule comme la minimisation
sous contrainte ,

2 .
A%= min F(h),  F(h)=[h—hof".
ou
f() = (trh?)® — 6 (trb®)°.

Comme nous le montrerons, grady, f = 0 pour tout h satisfaisant f(h) = 0. Dans ce cas, le
probléme des multiplicateurs de Lagrange conduit a

grady, F + Agrady, f = grad, F = 2(h — hy) =0,
ce qui méne i une contradiction.

Exercice 6 Le cas des tenseurs d’ordre 2 isotropes transverses



On note S?(R3) I’espace vectoriel des matrices symétriques et H2(R3) le sous-espace de S*(R3)
des matrices de trace nulle (i.e. déviatoriques). On s’intéresse au sous-ensemble S des matrices h
déviatoriques isotropes transverses, i.e. ayant deux valeurs propres égales. On rappelle qu’'une forme
normale de ces matrices est

“A 0 0
h=[0 -x o],
0 0 2\

tr h?

=70 (3)

1. Montrer que si h est isotrope transverse alors
f() = (trh?)’ =6 (trb®)* =0 avec h#£0.

(on admet la réciproque).

2. Calculer le gradient
grady, f

et montrer que grady, f = 0 pour tout h isotrope transverse.

3. Peut-on en déduire, & l'aide du théoréme de la submersion, que
S ={h e H*R?), =0},
est une sous-variété de H?(R3) ?
Solution de I’exercice 6

1. Si la matrice h est isotrope transverse, il existe une base dans laquelle elle a pour expression
(3), avec trh? = 6A2 et trh3 = 63. Soit f = 0.
2. Pour k= 2,3, on a (h étant déviatorique)

trh* = tr(h*'h) = tr((W* ') h) = (b* ) :h = <(hk_1)’,h>H2 ,
ou (h*~1) = h*F=1 — L tr(h*~1)Id deésigne la partie déviatorique de h*~!. On a de plus

dtrh®.6h = 2 (h, 5h)ys , dtrh®.6h = 3((h?)’,6h)y,

avec , . )
A0 0 - 0 0
h3
My =(0 A o0 )= 0 -x 0 |= Eth
0 0 4x2 0 0 2 '
Ainsi :
df.6h = (6(trh®)*h,6h),, — (36(trh*) (h?)’, 6h),
=6 ((trh?)>h — 6(trh®) (h*)’, 6h)
tr h3
—6{(rn2?2n -6 i 5h>
h H2
= (grady, f,0h)y
soit 6f
gradhf: tho
On en conclut que f : H?(R3) — R n’est pas une submersion pour les matrices h isotropes
transverses.

3. Non, car le théoréme de la submersion ne s’applique pas (f n’est pas une submersion sur

S =f710)).



1.2 Champs de vecteurs sur une variété

Soit X un champ de vecteurs sur R™. Ce champ définit une équation différentielle ordinaire

Theorem 4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). Soit X un champ de vecteurs sur R™ de
classe CF (k > 1). Alors, pour tout xg € R", il existe un voisinage U de xq et € > 0 tel
que le probléeme initial

¢(t) = X(c(t)), c(0) =x

avec x € U admet une solution c(t) définie sur lintervalle | — ¢,¢[, de classe C*T1. De
plus cette solution est unique et dépend de maniere C* de la condition initiale.

On notera cette solution c(t) de maniére plus précise par (¢, x) = ©'(x), oil t est le temps
et x est la condition initiale. Cette application ¢ est définie sur un voisinage de t = 0 et de
x = xg. Elle vérifie bien évidement ¢(0,x) = x. On Pappelle le flot du champ de vecteurs
X. Pour chaque t, ¢! est un difféomorphisme local (unicité de la solution et dépendance
C* a la condition initiale).

Exercice 7 Flot d’un champ de vecteurs

1. Soit X le champ radial sur R™ deéfini par X(x) = x. Calculer son flot. Celui-ci est-il défini
pour toute valeur de ¢ 7

2. Soit X le champ radial avec origine x¢ sur R"” défini par X (x) = x — xg. Calculer son flot.
Celui-ci est-il défini pour toute valeur de t7

3. On se place dans R et on introduit le champ de vecteur X (x) = x2. Calculer son flot. Celui-ci
est-il défini pour toute valeur de ¢ 7

Solution de 1’exercice 7

1. On a arésoudre ¢t(t) = ¢*(t) (1 < i < n), qui s'intégre immeédiatement en c'(t) = Ce!, o C*
est une constante d’intégration. Comme, de plus, on suppose ¢(0) = x, on a donc C% = z° et

finalement

o' (%) = ot %) = e'x.

2. On a a résoudre ¢'(t) = c'(t) — z} (1 <14 < n), qui s'intégre en
c(t) = Ce' +xf, avec c'(0)=z".
On a donc C* = 2% — 2} et donc
©o'(x) = p(t,x) = e'x + (1 — e")xg.
3. On a n = 1 pour cette question, donc le champ X est une fonction de R dans R. On a a

résoudre

Cette équation différentielle

dy 2
ar Y
se réécrit q .
< — () = dt
Y Y
qui s’intégre en
1
——=t+C,
Y



ou C' est une constante d’intégration. Comme y(0) = z, on trouve finalement

t 71/‘
g €r) = t’ €Tr) = .
y=¢'e) = plta) = ——
La valeur initiale x étant fixée, cette solution n’est pas définie pour tout ¢t car le flot explose
quand ¢ = 1/z. L’intervalle maximal d’existence est défini par | — oo, 2[si 2 > 0 et |1, +o0]

si z < 0. Pour z = 0, le flot est stationnaire ¢!(0) = 0, pour tout ¢ €] — 0o, +-00.

Exercice 8 Propriété de sous-groupe & un paramétre
Soit X un champ de vecteurs et ¢! son flot. Montrer que si ¢!, ¢° et ¢! sont définis, alors
P (x) = ' (¢° (%) = ¢ (9" (%))
Solution de I’exercice 8
Par définition du flot :
¢'(x) = p(t,x) avec »(0,x) =x
on a donc
P (x) = p(t + 5,%) = 9" (x).
Fixons maintenant s et posons ¥ (t,x) := ¢(t + s,x). Alors

(t
atw(t7x) atQD(t‘f‘S,X ( (t+S,X)) :X(w(tvx))
Comme de plus 1(0,x) = p(s,x) = ¢*(x), ¥(t,x) est donc la solution de ’équation différentielle

¢t) = X(c(t),  c(0) = ¢*(x).

Du fait de 'unicité de la solution, on a

w(ta X) = ‘P(tv ©° (X))v

)=
(

soit
p(t +5,%) = (t, ¢*(x)) = ¢ (¥°(x))-
En inversant les roles de s et ¢, on a donc finalement

P T(x) = p(t+5,%) = 0 (¢°(x)) = ¢* (' (x)).

Exercice 9 Champ de vecteurs dépendant du temps

Un « champ de vecteur dépendant du temps » sur une variété M est un champ de vecteur u(t)
dépendant d’'un parameétre ¢t € R de sorte que :

u(t,x) € Tx M, vVt € R.
Le probléme de Cauchy associé s’écrit :
¢t) =u(t,ct),  c(s) = (4)
La solution de ce probléme, fournie par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, définit un flot, noté %
défini par
Deps(x) =u(t, pl(x)),  ¢ilx) =x.
Introduisons la variété M := R x M. Alors Pespace tangent en un point (¢,m) € R x M s’écrit
TmyRx M) =RoT, M.
On définit alors le champ de vecteur %(t,x) = 9, + u(t,x) sur M, dont le flot s’écrit

@T(t7x) = (cﬁ{(t,x),aﬁg(t,x)) € R x M.

10



1. Montrer que ¢7(t,x) =7+ t.
2. Monter que ¢! (x) = g5 °(s,x).
3. De la propriété de sous-groupe & un paramétre vérifiée par ¢, en déduire que
Yo =¢howl, Vst
Solution de I’exercice 9

1. On a, par définition :

aTSbT(t?X) = ﬂ(QET(t’X)% 950(t’x) = (th)'

On en déduit, par projection sur les deux facteurs R et M, que :

67‘3571—(75’)() =1, et 87’9572—(75’)() = u(@{(t,x),@g(t,x)),

avec
gé(l)(t,x) =1, cﬁg(t,x) = X.

La premiére équation s’intégre en @7 (t,x) = 7 + C** et comme ¢)(¢,x) = ¢, on a finalement
GT(t,x) =T + 1.
2. De la question précédente, on déduit que @3 (¢,x) est solution du probléme de Cauchy
0-5(t,x) = u(r +1,93(t,x)), &t x) =x.
Posons ¢! (x) := @5 *(s,x). On en déduit alors que :

0 (x) = By "(5,%) = u(t, Gy "(s,%)) = u(t, ¢(x))
-0

avec ¢%(x) = @5(s,x) = x. Par unicité du probléme de Cauchy (4), on en déduit que :

(%) = @5 *(5,%) = @i (x)
est le flot du champ de vecteurs dépendant du temps u(¢, x).
3. La propriété de sous-groupe a un parametre vérifié par le flot @7 de u s’écrit :

~T1+T2

@ (73,%) = @"H (P (73,X)) = @ (T3+72, P37 (73, X)) = (T3+T1+72, P3' (T3+72, §5° (73, %))).

On en déduit que :

~T1+T2

@3 (73, %) = @3t (T3 + T2, $5° (73, %))
En substituant @4(s,x) par ¢t5(x), on obtient :

P (x) = e TR (e (%),

et finalement, en utilisant le changement de variables
t =T + To + T3, =Ty + T3, s :1=1T3,
e = p 0@
Exercice 10 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Etant donné un champ de vecteur X sur une variété M, on définit Popérateur

of
oxt’

Ly : C®(M) — C>®(M), feLxf:=df X =X"
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. Montrer que cet opérateur est une dérivation sur l’algébre de fonctions C*° (M), c’est a dire
un opérateur linéaire C°°(M) — C°(M), qui vérifie de plus

Lx(fg)=f(Lxg)+ (Lx f)g, Vf,g e C*¥(M), (régle de Leibniz).

2. Soit X et Y deux champs de vecteurs. Montrer que Lx Ly — Ly Lx est aussi une dérivation.

3. On considére un systéme de coordonnées locales (z*). Montrer que

of

(Cx Ly =Ly Lx)f = Wios,

et donner 'expression de W*.

9

Remarque : W* 557 €st Pexpression locale d’'un champ de vecteur W, qu’on note [(X,Y] et

qu’on appelle le crochet de Lie des champs X et Y. On a alors

0
E[X,Y}f = (['X ﬁy—ﬁyﬁx)f — [X7y]187;;,

o) 8]7

- Que vaut [55, 575

5. Que vaut [X, %] ?

6. Montrer que, pour tous champs de vecteurs X, Y, Z, sur M, on a

(a) Y, X] = —[X,Y] (antisymétrie du crochet de Lie),
(b) [[X, Y], Z] +[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identité de Jacobi).

Solution de 1’exercice 10

. Trivialement Lx(f +¢9) =df X +dg. X =Lx f+Lxg, et Lx\f =ALx f,si A €R. Lx
est donc bien un opérateur linéaire. De plus

Lx(fg) =d(fg)-X = f(dg).X +g(df).X = f(Lx g) + (Lx f)g,

par la régle de Leibniz. Lx est donc bien une dérivation sur C*°(M).

. D’abord Lx Ly — Ly Lx est bien une application linéaire de C°°(M) dans C*°(M) car la
somme et la composition d’applications linéaires le sont. Par ailleurs, en itérant la régle de
Leibniz, on a

Lx Ly(fg)=Lx (f(Lyg)+ (Ly f)g)
=f(Lx Ly g) + (Lx f)(Ly g) + (Ly f)(Lx g) + (Lx Ly f)g,

de sorte que

(Lx Ly =Ly Lx)(fg9) = f(Lx Ly — Ly Lx)g+ [(Lx Ly — Ly Lx)f] g

(Lx Ly — Ly Lx) est donc bien une dérivation.

. On a d’abord of
—viZL
Ly f=Y ph
En itérant, on obtient donc, en utilisant la régle de Leibniz
-8f> ; (8f> . Of . O0%f OY7T Of
— in. :Y] ey Y'] 7.:YJXZ T - )(Z ral—
Ex Ly f=Lx < oxJ £x oxJ +Lx(17) oxJ Ox'dxd Oxt Oxd’
de sorte que, par le lemme de Schwarz, ﬁ = %, on obtient

oY oxiY of
Labyf-Lybxf= (Xjag;j R axj) o0

12



soit

COf , QY 0X?
- - 27. P = )(‘7 i ]7.
LxLyf—LyLxf=W D’ avec W 9 907

et finalement 5 ax

A y'i X

X Y] = X Y —

X, V] = Wi = Xy 5)
. Ona
0% f 0% f

L[a a]f Eaﬁaf Eaﬁaf— ——— — — =0,

dz? > dal ozt 0zl dxJ 0x'0xd  Oxddxt
par le lemme de Schwarz, soit

{3 9] _
oxt’ ozl
. Ona
af> ok 0% d ( kaf>_ OX* af
L2 f = “‘(a Lo Lxf=Xgron~ 0a \X 52k ) = 2 0aF

par le lemme de Schwarz, soit

c’)

SENRE

" Ot
Remarque : Soit (e;) un repére mobile. Une condition nécessaire pour qu’il existe des co-
ordonnées locales telles que e; = azi est donc que [e;,e;] = 0 pour tout ¢,j. On montre que
cette condition est également suffisante.

. De la définition implicite du crochet [ X, Y] par
Lixy)f=LxLy f—LyLx ],

on obtient immeédiatement

Ensuite, en utilisant le fait que
Lixyz1f =Lixy1Lzf—LzLixy f

=LxLy—LyLx)Lzf—Lz(LxLy—LyLx)f
=LxLyLzf—LyLxLzf—LzLxLy f+LzLyLx [,

on en déduit, en sommant les permutations circulaires sur X,Y, Z, que

Lixy.z1f+Lyy,z1.x) f + Lyzxy) f=0,

soit
() [[X,Y],2]+[IY, 2], X] + [[Z. X], Y] = 0.

Remarque : l’écriture en composantes, a éviter, est trés calculatoire,

OZF O[X, Yk

X, Y], Z2]F = [X,Y]— - Z' :
x.v) 21 = vy -
oYy’ 0Xt\ 07k .0 oYk 0XFE
J _ Vi _ i _ Vi
(X oxJ Y 8x7) ozt 4 ozt <X oI Y &Uj)
N ERY A N J0vioxk  LoxiozF 0XI ok
oxt OxJ ozt OxJ ozt OxJ oxt OxJ
62Xk ) -82Yk
ir7j _xigg
+Y'Z 0xt0xJ 0xtoxi’
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1.3 Pullback et dérivée de Lie

Soit ¢ : M — N une application différentiable entre deux variétés différentielles M et N. On
introduit le pullback (et son inverse, le push-forward) qui transforme les champs de tenseurs sur N
en champs de tenseurs sur M. Il y a une seule facon d’écrire un pullback et celle-ci se visualise bien
& partir du diagramme suivant :

™ L2 TN

lﬂ'T]\/I iﬂ'TN

M—2 >N

Par exemple :
— Le pullback d’un champ de tenseurs d’ordre 0, c’est & dire d’une fonction f € C*°(N) s’écrit

' f=fop.
— Le pullback d’une 1-forme « (un champ de covecteurs) sur N est défini par
(¢*)m(Xm) = qp(m) (Tmp-Xm), Xm € Ty M,
que 'on réécrit de maniére plus concise
(P* ) (X) = (a0 o) (T.X) = ((a0yp), Te.X) = (Tp)"(a0p),X), XeTM,

ou encore
Pra=aocp.To=(Ty)".aop.

— Le pullback d’un champ de vecteurs ou plus généralement d’un champ de tenseurs contra-
variants ou mixtes nécessite que ¢ soit inversible. On a par exemple, X étant un champ de
vecteurs sur N,

(@*X)(m) == Ty~ ' X (p(m)),
que 'on réécrit
X =Tp 1. Xo.

Exercice 11

1. Expliciter le pullback ¢*k d’un champ de tenseurs covariants d’ordre 2, k, & 'aide de F =Ty
et F* = (T'p)* visualisés sur les diagrammes

T *
™ LN o L ey
lﬂ-T]\f lﬂ-TN \LWT*]W iﬂ-T*N
M—* N M—2 N

2. Si q désigne la métrique euclidienne sur M = N = R?, comment s’écrit C := ¢*q dans un
systéme de coordonnées orthonormées? On pourra introduire F! et F* définis & I'aide du
diagramme suivant, avec ici qu = qnN = q,

T M <X TN au F' = F*qy,

wl e

™ — Y TN

~_
Ft

de sorte que F* = q~ ' F* q, soit en composantes (Ft)Ij = ¢! K (F*) ! Q-

14



3. Expliciter le pullback ¢*¢ d’un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2, o, dans R? &
I'aide de F = T'op.

Solution de ’exercice 11

Il y a une seule facon d’écrire un pullback et celle-ci se visualise bien & partir du diagramme
suivant :

™ o TN

iﬂ'TJ\l \LWTN

ML>N

1. On considére un champ de tenseurs covariants d’ordre 2, k, défini sur N. Alors K := ¢*k est
un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 défini sur M par la relation suivante :

(@K (Xms Yin) = o) (Frn- X Frn Vi), X, Yo € Ty M.

En utilisant la convention du deuxiéme indice, telle que K(X,Y) = (KY, X) = X'K;;Y7, on
obtient

(P'k)(X,Y) = (kop)(F.X,F.Y)
(kop)F.Y,F.X)

(F~

(F~

koyp)F.Y, X)
koyp)F)(X,Y).

= (F*(
= (F*(
Soit finalement

'’k =F*(kop)F.

2. En appliquant ce résultat dans le cas particulier ot M = N = R?, ot k = q est la métrique
euclidienne sur R? et ot on choisit comme systéme de coordonnées, les coordonnées canoniques
de R?, alors la matrice des composantes de q se réduit & la matrice identité (0i5) et la formule
précédente s’écrit (en notations matricielles abusives) :

C=¢'q=FqF=q 'F!'F =F'F.

C’est la définition du tenseur de Cauchy-Green droit qu’on trouve dans les livres de mécanique.
Bien stir, dans un systéme de coordonnées quelconque (non orthonormees), I’expression C =
F!F n’est plus valable!

3. Passons maintenant & l'expression du pullback ¥ := ¢*¢ d’un champ de tenseurs contra-
variants @ d’ordre 2, défini sur N. On peut considérer celui-ci comme une forme bilinéaire
qui « mange » des vecteurs covariants et la seule facon « naturelle » de définir un champ de
tenseurs contravariants sur M a ’aide de ¢ s’écrit :

(@*a)m(amv /Bm) = o-(p(m)(am © Fnjbla Bm © Fnﬁl) = 0p(m) (Fn;*am’ Frﬁ*ﬂm),

ol Qy, B € Tx M. En utilisant la convention du deuxiéme indice, telle que (o, 3) =
(, 28) = ;X% 3;, on obtient

oop)(F 7 a,Fp)

F ™, (00 ¢)(F7B))
a,F (o0 p)(F0))
F (g o) F)(a, ).
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Soit finalement
o*'c =F L(oop)F ™

Dans cette derniére expression, on fait intervenir l'inverse (F*)~! = (F~1)*, que I'on note
F~*, de la transposée F* (non métrique) de F.

Le groupe des difféomorphismes Diff (M) d’une varieté différentielle M agit linéairement sur tout
espace T(M), de champs de tenseurs sur M. Plus précisément, application

p: Diff (M) — GL(T(M)), ¢ = p(p) = ¢«

satisfait

plp1 o p2) = p(e1)p(p2).
Pour des raisons historiques, c’est en général I'action (& droite) p* = (1), qui est plutot considérée.
La dérivée de Lie d'un champ de tenseurs T € T(M) correspond a 'action infinitésimale de cette
action. Plus précisément. Soit ¢(t) un chemin de difféomorphismes avec ¢(0) = id et $(0) = X,
alors

d
LxT: = — t)*T,
7 &, (1)
ou T est un champ de tenseur quelconque défini sur M.

Remark 5. On peut appliquer, en particulier, la formule précédente sur le flot ¢(t) de X, c’est a dire
le chemin de difféeomorphismes () solution de I’équation différentielle

at@(t7m) = X(Sp(tvm))v <p(07m) =m.

Exercice 12

1. Que vaut Lx f quand f est une fonction?

. En déduire 'expression locale de Lx f.

Solution de I’exercice 12
. On a (avec X(m) = ¢(0)(m))

d

(Lx flm) = 4| ()" f)(m)

t=0

d
5|, )

=dp f. X (m),

ot X(m) = ¢(0)(m). Pour une fonction, (Lx f)(m) est simplement la différentielle de f au
point m dans la direction X (m).

. En coordonnées locales, on a donc

Lx f=X0;f.

Exercice 13 Régle de Leibniz

. Montrer que si « est une 1-forme sur N, Y, un champ de vecteur sur N et ¢, un difféomor-
phisme de M dans N, on a :

¢ (Y)) = (¢ ) (¢"Y).
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2. En déduire que :
Lx(a(Y)) = (Lx a)(Y) +a(LxY),

i.e., la régle de Leibniz est une conséquence du fait que le pull-back commute avec la contrac-
tion.

Solution de 1’exercice 13

1. Ona:
o'a=(Ty)".aop, O*Y == (Tp) LY 0.

On en déduit donc :

(" a)(@Y) = (%, @Y ) = (T'p)*". oo, (Tp) 1Y 0 )
= (a0 @, Te(Te) 'Y o)
= (aop,Yop)

(Y) o,

a(Y) étant une fonction.

2. Si p(t) est un chemin de diffeomorphismes, on a
() Y)(m) € TnM, Vi,
et
(p(t) @)m € Tp M, Vit.

La dérivation en ¢ de (¢* @), ((¢*Y)(m)) consiste donc a dériver une forme bilinéaire définie
sur le produit cartésien Ty M x T,,, M de deux espaces vectoriels de dimension finie. On obtient
donc :

d

Lxa() = g (elya(y)
= G W) eY)
=07 G| )+ (@) @ory)
— a(Lx Y)+ (Lx a)(Y),

Exercice 14 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Soit f une fonction. On rappelle que si ¢ une application différentiable, alors
d(e*f) = ¢*(df).

1. Soit Y un champ de vecteurs et ¢ un difféeomorphisme. Montrer que
" (Ly [) = Loy (" f)-

2. En déduire que
LxLyf=Leyyv f+LyLxf.
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3. Conclure que
[X,Y]=LxY,

ou [X,Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y, implicitement défini par

Lixy) f = (Lx Ly — Ly Lx) f.

Solution de ’exercice 14

1. On a
O (Ly )= (dfY) = (df).¢"Y =d(¢"[).¢"Y = Loy (¢ f).

2. Soit ¢(t) un chemin de difféomorphismes tel que ¢(0) =id et ¢(0) = X. Alors

d
dtf,—o
d .
T - Loy et)"f

d

=3l d(p(t)"f)-e(t)"Y

=d (% L sa(t>*f> ©(0)*Y +d(p(0)f). —| @)Y

=d(Lx f).Y +df. LxY
=Ly Lx f+Leyv [

Lx Ly f= e(t)*(Ly [)

3. On en déduit immédiatement que
Lexyf=LxLyf—LyLxf=Lxy)/
et donc que LxY = [X,Y].

Exercice 15 Champs de vecteurs qui commutent

Soit X et Y deux champs de vecteurs définis sur une variété différentielle M. On désigne leur

flots respectifs par ¢! et ¥*.
1. Montrer que les flots commutent, c’est-a-dire que ¥* ot = p'o1)® si et seulement si [X, Y] = 0.

Solution de I’exercice 15
1. Si les flots commutent, alors on a pour tout x € M
g oyt o pt(z) = ¥°(x) = p (1,9 (s, p(t, )
On dérive cette expression par rapport 4 s en s =0 :
Osls=o(¢ ™ 0 0p!) =Tp .Y o ¢'

Sachant que T~ LY o ! = (¢!)*Y et que 0s|s—0® = Y, on obtient (p!)*Y =Y. Sachant
que O)i=0(¢")*Y = Lx Y et que Y ne dépend pas de ¢, on a

Otli=o(@ )Y = LxY = [X,Y] =0

On considére maintenant le probléme inverse. Si [X,Y] = 0 et sachant que J;(¢")*Y =

(")* LxY, on a
O (@)Y -Y)= () LxY =0

18



donc, (¢")*Y = Y. Notons maintenant U(s,x) = ot o1p® o pt(x), avec I = Y o ¢ et
»(0,x) = .

0sp =T ™Yoyt og! = (Tp~". Y oph) o (p7" 0gp® 0 ') = (o) Y (¢*) =V (¢*)
Par unicité du flot on a 1;5 = 1%, et donc les flots commutent si et seulement si [X,Y] = 0.

Exercice 16 Dérivée de Lie de la métrique euclidienne

. Soit X un champ de vecteurs défini sur un ouvert Q de R? et q la métrique euclidienne sur
R3. Montrer que les composantes de £x q dans un systéme de coordonnées locales (z%) de Q
s’écrivent

(Lx @)ij = X Okaij + arj0i X* + 10, X".
Cette formule reste valable si X = u(t) est un champ de vecteurs dépendant du temps.

. Que valent ces composantes dans un systéme de coordonnées linéaires (z?) définies & partir
d’une base (e;) de R3,

(a) non neécessairement orthonormée,

(b) orthonormeée.

. Donner l'interprétation mécanique du résultat précédent lorsque 2 est la configuration dé-
formée de la Mécanique des Milieux Continus (plongée dans R3), et X = u est le champ des
vitesses euleriennes.

Solution de ’exercice 16

. Dans les coordonnées (x%), et en utilisant la régle de Leibniz, on trouve

(Lx q)ij = (Lx q)(9i,9)
= (£x(a(9;,0;))) — a(Lx 8;,9;) — a(0;, Lx 05)
= (Lx qij) — (Lx 0:) q; — (Lx 05)'qa,

ot la fonction g;; est définie par ¢;;(x) = q(0;,9;). On a Lx ¢;j = dg;;. X = X*0kq;; et il
nous reste a calculer les termes Lx 9;. On rappelle pour cela que ’expression en coordonnées
locales du crochet de Lie de deux champs de vecteurs s’écrit

(X, Y] = Xlg vk —vigx*,

On a donc
(Lx 0)* = [X,0,]F = -0, X",

et on obtient finalement

(Lx Q)ij = X Ohqij + qr;0: X" + ¢10; X"

. Passons maintenant au cas particulier ot les (%) sont des coordonnées linéaires de R? (ce qui
n’a pas de sens sur une variété quelconque). Dans ce cas, ¢;; = q(0;,0;) = q(e;, e;) est une
fonction constante et dig;; = 0. On a donc

(@)  (£x q)ij = ;O X" + qu0; X",
Si de plus le systéme de coordonnées (z') est orthonormé, alors ¢;; = d;; et

(b) (ﬁX q)ij = &'Xj + 6JXZ
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3. On a alors (en coordonnées orthonormées)
(Luq)ij = Oju’ + 0 =’ j + ! ; = 2dy,
ou

1

est la définition la plus intrinseque du tauz de déformation d = (d;;) (comme champ de ten-
seurs covariants). Elle ne nécessite pas I'introduction d’une structure supplémentaire, comme
une dérivée covariante.

Exercice 17 Formule magique
La dérivée de Lie peut étre étendue aux champs de vecteurs dépendant du temps en posant
Lyt T = 9 (0f)"T.
or T=t

Etant donné un chemin de plongement p(t): B — M, on définit sa vitesse eulerienne comme le
champ de vecteur dépendant du temps et défini sur M par

u(t) == dpop(t)~!

1. Soit ¢! le flot de u(t). Montrer que p(t) = ¢ o p(s).
2. Soit T(t) un champ de tenseur dépendant du temps et défini sur ) = p(t)(B). En déduire

que
A (p(t)"T(t)) = p(t)" (0T + Lu(y T(t)) -

3. Relier le tenseur de Cauchy-Green droit C = ¢*q (défini sur la configuration de référence g =
¢~ 1(2) de la Mécanique des Milieux Continus) au taux de déformation d de la Mécanique
des Milieux Continus (défini sur la configuration déformée 2 = ¢(Qp)).

Solution de ’exercice 17

1. Posons ¢% := p(t) o p(s)~t. Alors on a
By (x) = Aup(t, p(s) " (x)) = u(t, p(t)(p(s) ™' (x))) = u(t, ¢5(x))

et ¢%(x) = x. Par unicité du flot, on a donc ¢} = L.
2. On a
0
or
0
or

Or(p(t)"T(t)) =

p(r)"T(7)

T=t

(p(7,t) o p(t))"T(7)

=0t 52| em )

= p(t)* (8T (t) + Ly T(t)) .

3. La "formule magique"
0" (Otk + Ly k) = 0(¢7k)

permet de faire le lien direct avec la variable de déformation C = ¢*q = qF'F en grandes
déformations (qui est le pullback de la métrique euclidienne sur la configuration de référence
par la transformation ¢). En effet, la métrique q étant constante sur R?, on a

0 Lyq=¢"(0q+ Luq) =0 (p*q) = 0,C,
ce qui donne

1
*d = =9,C.
4 Qat
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1.4 Différentielle extérieure — Théoréme de Stokes

e Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y est défini par
[X,Y] :=LxY,
et a pour composantes dans tout systéme de coordonnées locales (z°) :
[X,Y) = X'0;,Y7 —Y'0, X7, (6)
e La dérivée extérieure est une application linéaire
d: QF (M) — Q¥ (M)

qui étend la différentielle d’une fonction (une O-forme) & une forme différentielle de degre
k quelconque. Elle est définie récursivement (sur le degré) par la formule de Cartan

Lx =doix +ixod.
Sa propriété principale est le fait que
dod=0.
Exercice 18 Dérivée extérieure d’une forme de degré 1 ou 2

1. En utilisant la formule de Cartan, montrer que la différentielle extérieure d’une 1-forme «
s’écrit :
(da)(X,Y) = Lx(a(Y)) = Ly ((X)) — a([X, Y])
et en déduire son expression en composantes (da);;.

2. En utilisant la formule de Cartan, montrer que la différentielle extérieure d’une 2-forme w
s’écrit :
dW(X7K Z) = ‘CX(W(K Z)) +W(X7 [Y7 Z]) + ‘CY(M(Z7X)) —l-W(Y, [Za X])
+ Lz(w(X,Y)) +w(Z,[X,Y]).
et en déduire son expression en composantes (dw);;x-

On observe 4 nouwveau que l'expression de la dérivée de Lie d’une forme se réduit & la connais-
sance de la dérivée de Lie d’une fonction et de celle d’un champ de vecteurs (i.e., du crochet
de Lie).

Solution de ’exercice 18
1. Lx o est une 1-forme comme «. En évaluant la formule de Cartan sur Y on a

(Lx 0)(¥V) = d(a(X)).Y + (da)(X,Y)
Ly (a(X)) + (da)(X,Y).

Or, par Leibniz,
(Lx a)(Y) = Lx(a(Y)) —a(LxY) = Lx(aY)) — ([X,Y]).

Auq final :
(da)(X,Y) = Lx(a(Y)) — Ly ((X)) — a([X, Y]).
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Soit (x?), un systéme de coordonnées locales. On rappelle que Ly, f = 9;f. On a donc

(da)i; = (de)(9;, 0;)
= Lo, (aj) — Lo, (w) — a([0;, 9;])
= 8,047 - E?jai,

car [82, 8J] =0
2. Lx w est une 2-forme comme w. En évaluant la formule de Cartan sur (Y, Z) on a
(Lxw)(Y,Z) = (dixw)(Y,Z) + dw(X,Y, Z).
Or, d’une part, ixw est une 1-forme et sa dérivée extérieure s’écrit donc (Question 1)

(dixw)(Y,Z) = Ly (ixw(Z)) — Lz(ixw(Y)) — (ixw)([Y; Z])
=Ly (w(X,2)) - Lz2(w(X,Y)) —w(X,[Y, Z]).

D’autre part, la formule de Leibniz nous donne

(Lxw)(Y,Z) =Lx(w(Y,Z)) —w(lx Y, Z) —w(Y,Lx Z)
:,CX(M(Y,Z))—LU([X,Y],Z) w(Y7 [XaZ])

On a donc finalement

dw(X,Y,Z) = (Lx w)(Y,Z) — (dixw)(Y, Z)
= {Lx(w(Y; 2)) —w(X, Y], Z) - (Y, [X, Z])}
—{Ly(w(X, 2)) - Lz(w(X,Y)) —w(X,[Y, Z])}
= Lx(w(Y,2)) +w(X,[Y, Z])
+ Ly (w(Z, X)) +w(Y,[2, X])
+ Lz(w(X,Y)) +w(Z, [X, Y]).

Autrement dit, dw(X,Y, Z) est la somme des permutations circulaires de I’expression
On en déduit que

(dw)ijr = dw(0;, 0, Ok) = iwjk + Ojwii + Opwiy-

Exercice 19 Divergence d’un champ de vecteurs

Soit w € Q"(M) une forme volume sur une variété M de dimension n. On définit la divergence
div® X d’un champ de vecteurs X sur M par

Lxw=(div’ X)w

1. Pourquoi Lx w est proportionnelle & w ?

2. Montrer que si M = R? et w est le déterminant da' A dz? A dz® dans la base canonique de
R3, alors div® X correspond a la "divergence ordinaire"

divX =01 X! + 3 X%+ 0:X3,

d’un champ de vecteurs X sur R3.
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Solution de 1’exercice 19

1. L’espace des tenseurs covariants alternés de degré n, A" E*, sur un espace vectoriel E de
dimension n est de dimension 1. Une forme volume w sur une variété de dimension n définit
donc une base wy,, de A"Ty M en tout point m € M (puisque w ne s’annule pas). Par
conséquent la forme de degré n, Lx w, est proportionelle & w. On a donc

Lxw= fuw, feCc>®(M).
2. Soit (z%) les coordonnées canoniques sur R3. On a
(Lx w)(01,02,03) = (div¥ X)w(d1, 02, 03) = div® X.
Par la régle de Leibniz, on a donc

dinX = (EXw)(al,ag,ag)
= Lx(w(01,02,03)) —w(Lx 01,02,03) —w(01, Lx 02,03) — w(01,02, Lx 03)
= _w([Xv 81]782’63) - w(ala [Xv 82]783) - w(ala 82a [Xv 83])7

car Lx(w(01,0,05)) = Lx1=0. Or [X,0;] = [X, 8;}70; = —(8;,X7)0;, par (6). D’out

div X = w((alXj)aj,az,ag) + w(éﬁ, (82Xj)8j, 83) + w(éﬁ, s, (83Xj)8j)
= w((01X")01,02,03) + w (01, (02X%)D2, 03) + w(01, 02, (03X *)03)
= 81X1 + 82X2 + 33X3,

ou l'on a utilisé & nouveau la propriété w(dy,d2,03) = 1.

Exercice 20 Conservation de la masse

On rappelle que le body B est muni d’une forme volume p, la mesure de masse. A chaque
plongement p correspond donc une forme volume p,pu sur la configuration €, = p(B) qui est donc
proportionnelle & la forme volume volg = dr! A dz? A dz® (dans tout systéme de coordonnées
orthonormales direct (z!, 22, 23) définie sur I’espace). Ceci permet de définir la densité de masse
p comme une fonction scalaire sur le domaine spatial 2, par

Pxft = pVolg.

1. On considére une configuration de référence pg : B — g et une configuration actuelle p :
B — Q. On introduit la transformation ¢ : Qg — €, définie par ¢ := po po~t. Montrer que

po = (¢*p)Jp = (pop)Jy.

(Rappel : le J :a;cobien ,LT est défini implicitement par I’équation ¢*volgq = J,volg, ou J, =
det Fy, (popy )" = (pg )*p* et (po~')" = (po*) " = po.).
2. En déduire la version dynamique de la conservation de la masse

dp+div(pu) = p+pdivu =0,  p:=0p+ Vup,
si ¢(t) est un chemin de plongements. On pourra faire appel a la « formule magique » :
dp*w = " (Ow + Lyw).

Solution de 1’exercice 20

23



1. On a pu = po*(povolq) = p*(pvolg), d’our l'on tire :

po*) ! *(pvolq)

= ( P

= (po~")*p*(pvoly)

= (popo ") (pvolg)
¢*(pvolq)

= (po p)J,volg.

povolg

D’ou
po = (pop)J,.
2. Considérons un chemin de plongements ¢(t) et dérivons ’équation obtenue a la question
précédente. On obtient :
0 = d¢(povolg)
= 0" (pvolg)]
= ¢"[0¢(pvolg) + Lu(pvolq)],

ce qui nous donne (p étant inversible) :

0 = O¢(pvolq) + Ly(pvoly)
= (Orp)volq + (Lup)volg + (pdivu)voly.
On obtient donc
Op+ Lup+ pdivu =0,

soit
Op + div(pu) = 0.

Exercice 21 Lois de conservations intégrales
Soit © = p(B) la configuration actuelle (plongée par p dans 'espace euclidien (£,q)) et

V = 0Oyp, u=Vop !

les vitesses lagrangienne et eulerienne.

1. Etablir, a 'aide de la formule magique, la relation suivante,

d

pn w—/@tw—l—ﬁuw

valable pour toute 3-forme alternée w définie sur 2.

2. Soit f une fonction. Montrer, en utilisant la question 1, que

/fvol /f—i-fdlvu)vol out fi=0f + Vaf.

ol pour une fonction V, f = df.u.

3. Soit f une fonction et p la masse volumique. Montrer, & 'aide de la conservation de la masse,

que
d

pfvol —/pfvol.

Solution de 1’exercice 21
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1. C’est une application directe du changement de variables dans les intégrales

2. On pose w = fvolg,

Oww + Ly w = (O f)volq + (Ly f)volq + f Ly volg
O f)volq + (Vuf)volg + fdivauvolg
O f + Vuf + fdivu) volg.
= (f + fdiV'u,) volg.

= (
= (

3. On applique le résultat de la question 1 & la fonction pf (w = pf volg),

@ ), pfvolq = /Q (O(pf) + Vulpf) + pf divu) volg

z/Q(prrf(berdiVU))Volq

= / pf volg.
Q

Exercice 22 Rotationnel d’un champ de vecteurs

On munit R? de sa structure euclidienne orientée canonique et on note volg, le volume Riemannien

correspondant. Soit A un champ de vecteur sur R3.
1. Calculer, dans les coordonnées canoniques (°), les composantes de dA®.
2. Montrer que
dA” = i avolg.

Solution de ’exercice 22

1. Pour la métrique euclidienne q = (;;) dans les coordonnées canoniques (z*), on a A’ = A;da?

avec A; = §;;A7 = A’. On déduit alors de la question 1 de I'exercice 1 que
(dA%);; = ;A7 — 9 A"
2. La 2-forme 4t Avolq = volg(rot A, -, ) a pour composantes
(irot AVOlq)ij = volg(rot A, 0;, 0;)

Or
rot A = (82A3 — 83142) o1 + (83141 — 81A3) Oy + (81A2 — 82141) O3

de sorte que
)12 = VOlq(rOt A, 0, (32) = 61A2 — 82A1,
(irot AVOlq)lg = VOlq(l“Ot A, 31, 83) = — (83A1 — 81143) y
(irot AVOlq)23 = VOlq(l"Ot A, 82, 83) = 82143 — 83A2,
)

et donc (dA”);j = (irot AVOlq)ij-
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Theorem 6 (Théoréeme de Stokes). Soit M une variété différentielle orientée de dimension
n, et w une (n — 1)-forme différentielle o support compact sur M de classe C*°. Alors, on

a:
/dw:/ 7w
M oM

ot d désigne la dérivée extérieure, OM le bord de M (éventuellement vide), muni de l’orien-
tation sortante, i : OM — M est l'injection canonique et i* est la restriction de M a OM .

Exercice 23 Formule de Green-Ostrogradski

Soit q la métrique euclidienne sur R3. Soit 2 est un domaine régulier de R3 de bord 99 de normale
unitaire n, et X un champ de vecteurs défini sur 2. Montrer que la formule de Green-Ostrogradski

/(div X)volg = / (X -n)da, da := ipvolg,
Q o0

est un cas particulier du théoréme de Stokes lorsque w = ixvolg.
Solution de I’exercice 23

On écrit le théoréme de Stokes pour la 2-forme w = ixvolg, définie sur €2, de sorte que
dw = dixvolq = Lx volq — ixdvolq = (div X) volg,

car dvolg = 0. Par ailleurs, i*(ixvolg) désigne simplement la restriction de la 2-forme ixvolg & 0f2.
En un point x € 99, soit (£1,&2), une base de Tx9<2. On a

(i* (ixvolq)) (&1, &2) = volg(X, &1, &) = volg(X -n)n+ X T, &,&)
= volg((X -m)n, &1, &) = (X - n) (involq) (&1, 62) = (X -n)da(&y,&2).

On en déduit que i*(ixvolg) = (X -n)da et on retrouve bien la formule

/de:/Q(diVX)volq:/mi*w:/m(X-n)da.

Exercice 24 Formule de Stokes-Ampére

Soit ¥ une surface orientée (par le choix d’une normale unitaire n) de 1’espace euclidien orienté
(R3,q), de contour 9%. Soit X = A un champ de vecteur défini sur R3. Montrer que la formule de
Stokes-Ampére

/(rotA-n)da:/ (A7) de (1)
by s
est un cas particulier du théoréme de Stokes lorsque w = j*A” € Q'(X), o j : ¥ — R? est I'injection
canonique et 7 est le vecteur unitaire tangent a 9%, tel que d¢(7) = 1.

Solution de ’exercice 24

Soit i : ¥ — X l'injection canonique. La restriction i*w de la 1-forme w au contour 0% (de
dimension 1) s’écrit

*w = fdf

ott d/ € QY(9%) est la forme volume telle que d¢(T) = 1 pour tout vecteur tangent unitaire au
contour. On a donc

f = (w)(r) = (i A”)(r) = A’(7) = A7,
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De plus, sur ¥ (de normale unitaire n), on a
dw = dj*A® = j*dA” = j%ir0r avolg
- i(rot A-n)nVOlq
= (rot A - m) ipvolg
= (rot A - n) da,

car
(J"irot AVOlg) (&1, §2) = volg(rot A, &1, &2) = volg((rot A -n)m, &1, &)

pour tous vecteurs &1, & tangents a 3. Par le théoréme de Stokes :
/dw:/(rotA-n)da:/ i*w:/ (A -T1)de.
b b)) % %

1.5 Groupes et algébres de Lie

Soit G un groupe de Lie et g son algébre de Lie. On rappelle les opérations suivantes.

1. La conjugaison
I,: G — G, h— ghg™!

2. La représentation adjointe Ad de G sur son algébre de Lie g
Ad: G — GL(g) C End(g), g Ady =Tely,
telle que Adgv = %‘ . I,h(s), avec h(0) = e et h(0) =v € g.
sS=
3. La représentation adjointe ad de g sur g

ad : g — End(g), u+— ad,, = T Ad .u,

telle que ad, v = %
S

» Adgys) v, avec g(0) =eet g(0) =u € g.

Le crochet de Lie sur g est défini par
[u, v]g := ady v.

Lorsqu'’il n’y a pas ambiguité, il est simplement noté [u,v]. Il satisfait les propriétés sui-
vantes

(2)  [u,[v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =0 (identité de Jacobi).

Exercice 25 Le groupe des rotations SO(n)
On note G = SO(n) le groupe des rotations en n dimensions, défini par ggt = I.
1. A quoi correspond l'espace tangent a ’élément neutre (noté I) du groupe?
2. Détailler la conjugaison, puis les représentations adjointes Ad et ad.
3. En déduire 'expression explicite du crochet de Lie sur so(n).

Solution de ’exercice 25

1. C’est par définition l'algébre de Lie g = so(n) du groupe des rotations. Tout élément de
so(n) = T1SO(n) s’écrit



et vérifie
d

= (@()g(5)") =0=g(0) +§(0)' =u+u'"
s=0

L’algebre de Lie s0(3) est I’ensemble des matrices n x n antisymétrique.

2. Conjugaison : Igh =g - h - g~ ! (ot - désigne le produit matriciel). Puis

Adyv=TiI,v=g-v-g ! v € s50(n).
Enfin

7

ady v = % B (g(s)-v-g(s)™), avec g(0)=1TI et ¢(0)=ucso(n),

soit
[0, V]so(n) = adu v = §(0) - v- g7'(0) = g(0) - v- g(0)~" - §(0) - g(0) "

=u-v—Vv-u

= [u7 V]?

qui n’est ici rien d’autre que le commutateur des matrices (antisymétriques) u et v.

Exercice 26 Formule d’Olinde-Rodrigues
Soit m = (n',n?,n?) un vecteur unitaire de R? et
0 -—n® n?
7R3 = s50(3), n— | nd 0 -nt
—n? nl 0

1. Etablir la formule d’Olinde-Rodrigues
R(n,0) := exp(6j(n)) = id + (sin8)j(n) + (1 — cos)j(n)>.

2. Que vaut R(—n,0)?

Solution de ’exercice 26

1. Ona
—n%—n3  ning ning
j(n)* = ning —n? —n2 nang
ninsg nang —n% — n%
et, en particulier, tr(j(n)?) = —2 ||n||*. Par le théoréme de Cayley-Hamilton pour une matrice
3x3,A,o0na
Il =tr A,
AP — N A* + hA - I5id =0 Iy = 3 ((tr A)? — tr A?),
I3 = det A.

Pour A = j(n), qui est antisymétrique, on a
1
L=0, I,= —itr(AQ) =|n|*=1, I3=0

et donc



d’ou

Par suite :
o0 k
exp(@(m)) = 3 )
k=0
g NSO g O 2h+1
ST ; R ™ T kZ:O ekt ™
‘ >0 (_1)k+1g2k > (_1)kg2R+1
=id+ (Z ¢ (>2k)! ) jm)* + (Z s (2k)+ 1)! ) in)
k=1 k=0
) e ke?k > k92k+1 .
:M+G_§ﬂc%'> (z;ZhH )xm
k=0 k=0

=id + (1 — cos ) j(n)? + (sinh) j(n).
2. On a j(—n) = —j(n) et donc R(—n,0) = R(n, —0).

Exercice 27 Le groupe des déplacements euclidiens SE(3)

SE(3) est le groupe des déplacements euclidiens en dimension 3. Il posséde la représentation
matricielle suivante
0= (%), Qeso@),ack

lorsque R? est identifié au sous-espace affine de R* des points (z,, z,1). Dans ce cas, I'action de
SE(3) sur un point x = (,y, z) de R? s’écrit

(6 D) =("7)
0 1/\1/) 1 '
1. D’un point de vue ensembliste, SE(3) s’écrit SO(3) x R3. Ecrire le produit de groupe

(Q1,a1) * (Q2,a2).

Expliciter I’élément neutre du groupe et 'inverse d'un élément (@, a).
2. Deétailler la conjugaison, puis les représentations adjointes Ad et ad.

3. En déduire 'expression explicite du crochet de Lie sur se(3).

Solution de ’exercice 27

(%1 311) (%2 312) _ (Q10Q2 a; +1Q1a2) 7

(Qhal) * (Q2732) = (QlQQ’al + QlaZ)'

En particulier, I’élément neutre est e = (Id,0), qui correspond a la matrice

(o V)

1. On a

soit

et



qui correspond & la matrice

39 =@
0 1 -\ 0 1 '
2. On pose g = (Q,a) et h = (R,b). La conjugaison I,h = ghg™! s'écrit

Iih=(Q,a)* (R,b) * (Q7', ~Q'a)
= (QR,a+Qb)* (@', -Q™'a)
= (QRQ™!, a+Qb—QRQ™a).
Soit h(s) = (R(s),b(s)) tel que
h(0) =e = (Id,0) et h(0)=v=(v,pB).
avec v € 50(3), B € R3. Alors

d
Adgv =Telyv = e

d

I,h(s)
s=0

—|  (QR(s)Q™',a+Qb(s) - QR(s)Q'a)

ds s=0

(QvQ™, QB - QvQ ™ 'a).

9(0) =e=(Id,0) et ¢(0) =u=(u,a),
avec u € 50(3), @ € R3. Alors

d

dyv = (Te Ad .u)v =
ad, v = ( u)v P

Ady(s) v
5=0

L (@QevaE) ™. Q)8 — Qs)vQ(s)a(s))

& s=0
= (uv — vu,uf — va)

= ([u, V}50(3)7 uf — va)

car
_1dQ(s)

Q) = —Qs)

Q(s)~ 1.

3. On ase(3) =50(3) PR3 et

[u> U]se(?)) = [(uaa)> (Vaﬁ)]se(?)) =adyv = ([u> V]50(3)a uf - Va)'

Exercice 28 Le groupe des difféomorphismes Diff(M)

Diff (M) est le groupe des difféeomorphismes d’une variété différentielle M. Si M est compacte, on
peut munir Diff (M) d'une structure de variété de Fréchet qui en fait un groupe de Lie de dimension
infinie.

1. Rappeler lopération qui fait de Diff (M) un groupe? Expliciter I’élément neutre du groupe

et I'inverse d’un élément .

2. A quoi correspond 'espace tangent & 1’élément neutre du groupe 7
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3. Détailler la conjugaison. Montrer que les représentations adjointes Ad et ad ont pour expres-
sions
Adcpych*Y, ade:—,CX}/, (8)
ou ¢ € Diff (M) et X,Y € Vect(M).
4. En déduire Pexpression explicite du crochet de Lie sur T, Diff (M).
Solution de 1’exercice 28
1. L’opération de groupe est la composition ¢ o9 entre deux difféeomorphismes ¢, € Diff (M).
L’élément neutre e est le diffeomorphisme identité id (tel que e(m) = id(m) = m, Ym € M).
2. Un élément de TiDiff (M) s’écrit

o 9(s) est un chemin dans Diff(M). En tout point m € M on a plus précisément
X (m) = (0s¢)(0,m) € T,,, M,

car ¥(0,m) = m. On a donc X € Vect(M) et Lie(Diff (M)) C Vect(M).

Si la variété M est compacte, tout champ de vecteurs est complet (i.e., son flot (s, m)
est défini pour tout temps) et donc (s, m) est défini globalement sur M pour tout s. Par
conséquent, pour tout champ de vecteurs X, il existe un chemin (s, m) dans Diff (M) tel
que ¥(0) = X. On a donc Dégalité

Lie(Diff(M)) = Vect(M).

Si M n’est pas compacte, on peut seulement conclure que Lie(Diff (M)) C Vect(M).
3. Pour G = Diff(M) :
— Conjugaison
I, : Diff (M) — Diff (M), > pogpoyp L.

— Représentation adjointe Ad de Diff (M) sur son algébre de Lie g

d
Ad,Y =T.I,Y = —

o worh(s)op™t avec (0)=id, ¥(0) =Y € Vect(M),

s=0

soit
0

(Ady V) = _Ow(t/)(s,so_l(m))) =T 1(my-.Y (¢~ ' (m)),

de sorte que
Ad,Y = .Y,

— Représentation adjointe ad de g = Vect(M) sur g, telle que
d

adyY = e Adye) Y, avec ¢(0)=id, et 9(0) = X.
Soit, :
ad Y—i (S)Y——i (s)'Y = -LxY.
. - ds s:OSO T ds s:OSO B e
4. On a donc

(X, Yiieiti(ary) = adx Y = —=[X, Y vect(a).

égal & 'opposé du crochet de Lie des champs de vecteurs X, Y.
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On rappelle qu’une action d’un groupe de Lie G sur une variété M est la donnée d’une
application
U:GxM— M,

telle que
\Il(eum) =Tm, ‘11(91927777’) = \I}(gla \I’(927m))7 (9)

pour tout m € M et g1, g2 € G. Autrement dit, ¥ correspond & un morphisme de groupe
U:G - Diff (M), g~ U(g) :=¥(g,).
qu’on notera encore ¥ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. La propriété (9) se réécrit alors
Ule)=e  ¥(gig2) = ¥(g1) o ¥(g2),

A toute action (lisse) U correspond une action infinitésimale de I’algébre de Lie g de G
définie par

d
Xy=—| Ww(g(s)), ,
S| w6, e
soit E
Xy(m) = — U(g(s), m), u€eg, meM,
ds s=0

ou g(s) est une courbe dans G telle que ¢g(0) = e et §(0) = u. Cette action infinitésimale
correspond & I'application linéaire tangente

T,V : T,G = g — TDiff (M) = Vect(M),  ur X,

Exercice 29 Action de G sur M

Soit ¥ une action d’un groupe de Lie G sur une variété différentielle M.

1. Montrer que
U(Ish) = I\I,(g)\ll(h)

2. En déduire que Xaq,« = Y(9)«Xu-
3. On admet que Papplication u — X, = T,W.u de g dans Vect(M) est linéaire continue.
Conclure que Xy, ), = —[Xu, Xo]vect(m)-

Solution de 1’exercice 29

1. ¥ étant un morphisme de groupe, on a

U(Igh) = W(ghg™") = U(g) o W(h) o U(g) " = Iy ¥(h).

2. Soit h(s) un chemin dans G tel que h(0) = e et h(0) = u € g. Alors, k(s) := I,h(s) = gh(s)g~!
est un chemin sur G tel que k(0) = e et k£(0) = Ad,yu, et donc

U (k(s))-

d
XAdgu = & 0
s=

Or W(k(s)) = V(I4h(s)) = Ly(g)¥(h(s)) par la question 1. Par suite,

d d
Xadgu = 3 B W(k(s)) = P

Ty ¥ (h(s)) = 2

= | (@)e(h(s)o¥(g) " = (g). X,
s=0

s=0

ou l'on a utilisé I’équation (8) de l’exercice 3.
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3. Soit g(s) un chemin dans G tel que g(0) = e et §(0) = u € g. Alors

d
ds XAdg(s) v = X% a0 Adg(sy v = Xadu“ = X[va]u
s=
d
= di (\Ij(g(s)))*XU = _[XmX”U]Vect(M)'
S s=0
Exercice 30 Formes de Maurer-Cartan

Soit G un groupe de Lie de dimension n. On définit les formes de Maurer-Cartan & gauche et a
droite par
wL(fg) =TyLg-1.8g, wR(fg) =TyRy-1.8,, & € T,G,
qui sont des 1-formes a valeurs vectorielles dans g. En choisissant une base (e;) de g on peut se
ramener 4 n 1-formes différentielles w® & valeurs scalaires en posant w = w'e;.

1. Que valent w®(XL) et wB(XEF) si XL et X' sont respectivement des champs invariants a
gauche et & droite.

2. Montrer que w” est invariante & gauche (i.e. que L;"LwL = wh Vh € G) et que w est invariante
a droite (i.e. que Rjw® = w®, Vh € G).

3. Montrer que RZwL = Adj—1 wh et LfLwR = Ad, w’.

4. On étend le produit intérieur entre deux formes différentielles o € QP (G, g) et 8 € Q4(G, g)
& valeurs dans g en posant

1
(@AB)ELs- -, Eprg) == 5 > )Gy o) Blaipriy - Eaia)]-
e 0€6p+q

En calculant avec des champs invariants & gauche (resp. a droite), montrer que

dw® = —%wL Al et dwf = %wR A wl
Solution de I’exercice 30
1. On a
wg(Xf(g)) =TyLy1. Lig) = TyLy1.TeLgu = u.
On trouve de méme que wf( X)) =v
2. On a

(Lhw")g(&9) = wiig(TyLn-&y)
= ThgLng)-1-TyLn-&
= TyLy1.ThgLyp-1.TyLy.&y
=TyL, 1.8
= w5(59)~

On obtient de méme que R;‘LwR = wh,

3. On a, en utilisant le fait que Ry, et Li commutent :
(Rhw™)g(&q) = win (TyRu-&y)
= TynLigny—1-TyRp-&g
=ThLp—1 TypLy—1 . TyRp.&y
=ThLp-1 TRy TyLg-1.8,
= Ady . (wh)g(&).

On montre de méme que L;‘le = Adj, wh.
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4. On a d’une part

dw (X2, X)) = L " (X)) = Ly M (X7) — ™ (XL, X))
= EX% v — EXUL U — wL(X[fw])

= _[uﬂ}}v

et d’autre part

D’ou 1
(X, X8 = L@t nat) (XE X,
On montre de méme, en utilisant le fait que (X, XF] = - X [Ifm, que :
r_L r, R
dw' = o ANw'.

Soit G un groupe de Lie. A tout élément u de son algébre de Lie g correspond un champ
de vecteurs (sur G) défini par
XLg) = TeLg.u,

ou Ly : h — gh est I'opérateur de translation a gauche par g. Ce champ de vecteurs est
par définition invariant ¢ gauche, ce qui signifie que

Lxl=xlt, vgea.

On peut montrer que le flot de ce champ de vecteur, qu’on notera ¢, (t, h) est global et
commute avec les translations Ly, c’est a dire que ¢, (t, Lgh) = Lgpu(t, h). L’ezponentielle
de groupe, notée exp, est définie comme le temps 1 de ce flot pour la condition initiale
h = e. Autrement dit

exp: g — G, u— exp(u) := pu(1,€).

Dans le cas ou G est le groupe linéaire GL(n,R) ou I'un de ses sous-groupes fermés,
Iopérateur de translation & gauche s’écrit

Lg: P~ QP, Q, P € GL(n,R)
et pour tout M € gl(n,R), le champ invariant & gauche engendré par M s’écrit
Xu(P) = PM.

Son flot was(t, P) est donc la solution du probléme initial

Celle-ci s’écrit Pexp(tM) ou

+0o ,n

exp(tM) = Z EM"
n=0 "

Ainsi, dans le cas du groupe de Lie GL(n,R), 'exponentielle de groupe coincide avec
I'exponentielle matricielle.
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Soit G un groupe topologique compact. Il existe alors une unique mesure de probabilité
sur G qui est bi-invariante, c’est a dire telle que :

VB, boréliende G, Vge G, pu(gB)=p(Bg)= uB).

Cette mesure de probabilité, qu’on notera u, est la mesure de Haar de G. Dans le cas ou
G est un groupe de Lie compacte et connexe de dimension n, cette mesure de probabilité
s’obtient explicitement en construisant une forme volume (invariante a droite ou a gauche),
de masse totale 1. En effet, dans ce cas, toute forme volume invariante & gauche est
également invariante & droite et vice versa (car det Ad, = 1,Vg € G).

Exercice 31 Mesure de Haar

Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,R). Alors, d’aprés le théoréeme de Lie-Cartan, c’est un
groupe de Lie. Mais c’est avant tout un groupe matriciel, c’est & dire une sous-variété de I’espace
vectoriel M,,(R), ce qui simplifie beaucoup les calculs. On supposera ici que G est de dimension d
et que G est de plus compact et connexe.

1. Soit p la mesure de Haar sur G et w la forme de Maurer-Cartan (invariante a gauche ou a
droite) sur G. Soit (&;) une base (directe) de g et (w') les composantes de w dans cette base,
montrer que :

p=Cuwt A Aw?,
ou
c1 :/wl/\---/\wd.
G

Soit (u’) un systéme de coordonnées locales sur G. Il induit un paramétrage de G définit par
UCR® -5 G CM(R), (u) p(u),

ce qui implique en particulier

Op

Tp.Oy = —.
P-Ou = 5

2. Montrer que

(p* ) = k(u)(dul A - Adu?), avec k(u) = C det [wi <%)} , uel.

3. On suppose que G = SO(2) et on choisit le paramétrage :

cosf) —sind
sinf cos6

p:0€U=[—7r,7r]»—>( >ESO(2).

Montrer que
1
u = —dé.
by o
Solution de I’exercice 31

1. Supposons, pour fixer les idées, que w soit la forme de Maurer-Cartan invariante a gauche.
Alors ses composantes w* dans la base (&;) de g sont des formes (scalaires) invariantes a gauche
et il en est de méme de la d-forme volume

Posons



Alors Cw! A -+ A w? définit une mesure de probabilité invariante a gauche (et donc aussi a
droite). Par unicité de la mesure de Haar, on a

p=Cuw A Awl,
2. Soit u € U, on a p*u = k(u) du A --- A du?, avec
k(u) = (P*1)u(Oyr; - - -, Oya)
= pp(u) (Tup- 5u1 Tup-Oya)
= Few) (8u1’” 8ud>

C(OJI/\ /\w)(u)<

- caalu (55)].

@' A A (X, Xy = Y ()@@ @w D) (X, Xg)
oeS(d)

= Z e(0) wD(X7) -+ w? ™ (Xy)
ceS(d)
= det w'(X;).

Ip @)
oul” 7 Qud

car

3. Dans le cas d’un groupe matriciel, la forme de Maurer-Cartan invariante a gauche s’écrit :

w (&) = 97"&y-
Pour SO(2) € GL(2,R), qui est de dimension 1, avec
w0 = (o o) 0= %)
on a
W (&) =& (97"6) =5 tr( T )
On en déduit que :

2
—Clt << cos 6 s1n9> (—sin& —0086)(0 1>>
792 r —sinf cos6 cos@ —sinf/ \—-1 0

soit 1
w=0Cd0, avec C=—,
2

et donc

—d@
2
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Pour G = SO(3), le calcul est un peu plus laborieux. Choisissons, par exemple, le para-
meétrage fourni par la formule d’Olinde-Rodrigues (voir exercice 26) :

p:(6,1,0) €U =[0,27] x |1, 7] x [0,7] = R(n(6,1),0) € SO(3),
ou
cos 1 cos ¢
n(¢,9) = [ cosysing
sin 1)

En choisissant la base de so(3) donnée par (&;) = (j(e;)) (o (e;) est la base canonique de
R3), on obtient la formule suivante :

w= i(:osz/z(l —cos@)de Ady AdE.
472
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1.6 Dérivées covariantes

Sur une variété M, il n y a pas de maniére naturelle de dériver un champ de vecteurs. La
notion de dérivée covariante généralise la notion de Jacobienne.

Definition 7 (Dérivée covariante). Une dérivée covariante sur une variété M est un
opérateur linéaire

V : Vect(M) — QY (M, TM), Y — VY,
qui & tout champ de vecteur Y associe une 1-forme VY sur M & valeur dans T'M :
(VY ) :&m = Ve, Y € T, M, &€m € T M,
et qui vérifie de plus 'identité de Leibniz
V(fY)=dfY + fVY,
pour toute fonction f € C*°(M) et tout champ de vecteurs Y.

Remark 8. Une dérivée covariante V sur M (c’est un abus de langage, on devrait dire sur
T M) est donc caractérisée par les deux propriétés suivantes :

VixY = f(VxY), Vx(fY)=(Lx )Y + f(VxY),

pour toute fonction f € C*°(M) et tout champs de vecteurs X, Y.

Une dérivée covariante sur M est symétrique si
VxY - VyX =[XY], VX,Y € Vect(M),

ou [X,Y] le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.

Remark 9. Le champ de tenseurs mixtes de type (1,2) (une fois contravariant, deux fois
covariant)

T(X,Y):=VxY —VyX - [X,Y], X,Y € Vect(M),

s’appelle la torsion de V. Le champ de tenseurs mixtes de type (1,3) (une fois contrava-
riant, trois fois covariant)

R(X,Y)Z :=VxVyZ—-VyVxZ— V[Xy]Z, X,Y,Z € Vect(M),

ou encore

R(X,Y)Z :=|Vx,Vy]Z — Vix,y)Z, X,Y,Z € Vect(M),
s’appelle le tenseur de courbure de V.

Remark 10. On rappelle que dans tout systéme de coordonnées locales (), on a
(LxY)* = [X,V]F = X99;YF — YI9, X" . (11)

Exercice 32 Symboles de Christoffel

On se place dans une carte locale (z°) d’une variété différentielle M et on pose

Ffj = (Va,0;)F, (symboles de Christoffel).

1. Montrer que ’expression locale de la dérivée covariante d’'un champ de vecteurs est

(VxY)" = X'k + Tk X'YI
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. On rappelle que dans un changement de carte y? = yP(x!,...,2") les symboles de Christoffel
se transforment comme

=r oxJ oz’ < oy" ) k 02%zk ( oy" )
L’ === - e — . 1
" <3y‘1> <3yp> ouk) 13\ yrays ) \ouF 13)

Les symboles de Christoffel définissent-ils un champ de tenseurs?

. Montrer que la torsion T est de nature tensorielle et calculer son expression locale. De quel
type de tenseur s’agit-il 7
. Montrer que la dérivée covariante V est symétrique si et seulement si, dans toute carte locale,
Ty =T%.
Solution de I’exercice 32

. On a (en utilisant la convention d’Einstein : un indice répété en haut et en bas est sommé)
VxY = Vyig,(Y70;)

= X" (Vy,(Y79;))

= X" ((0;Y7)9; + YV 4,0;)

= (X0 Y* + T X'Y7) 0.

On retiendra

(VxY)* = X'9;v* + Tk XY/

. Considérons un changement de cartes y? = yP(x!,... 2™). On retrouve les expressions de
changement de carte & partir des relations

af  of oat of  of oy

oyp — dxk dyp’ ozt Oyr Oz’
qui nous donnent
oz oy"
8yp = aiypazk, 3901 == % ayr.

On obtient alors Pexpression (13) des symboles Christoffel f]:q dans la carte (yP). Cette
expression, qui fait intervenir des dérivées secondes des coordonnées, ne correspond pas a
la transformation d’'un champ de tenseurs dans un changement de base. Les symboles de
Christoffel Ffj ne sont pas les composantes d’un champ de tenseurs.

. On remarque d’abord que T est antisymétrique. En utilisant la relation
[fX, Y] = fIX,Y] = (Ly )X,
on trouve

T(fX,Y)=VixY —Vy(fX)-[fX,Y]
= fVxY — (Ly )X — fVy X — fIX,Y] + (Ly /)X
— IT(X,Y).

Ceci confirme la nature tensorielle de 7. On a ensuite (car [0;, 0;] = 0)

T(X,Y) = X'YIT(;,0;)
= X'Y7 (Vy,0; — Vo, )
— XYY (rfj - r;?i) ..
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On retiendra

k _ 1k k
T =15 — Ty

qui est un tenseur mixte de type (1,2).

4. La dérivée covariante V est symétrique si 7' = 0. En coordonnées locales ceci se traduit par
k _ 1k

La définition suivante étend la notion de dérivée covariante sur les sections d’un fibré
vectoriel quelconque. La définition précédente apparait alors comme le cas particulier ot
E=TM.

Definition 11 (Dérivée covariante sur un fibré vectoriel). Une dérivée covariante sur un
fibré vectoriel [E de base M est un opérateur linéaire

V:T(E) = QYME)=T(T*"M ®E), s~ Vs,
qui & toute section s de E associe une 1-forme Vs sur M & valeur dans E :
(VS)m : &m — Vg,.8 € Epy, &m € TinM,
et qui vérifie de plus 'identité de Leibniz
V(fs)=df ®s+ f Vs,

pour toute fonction f € C>(M) et toute section s € I'(E).

Remark 12. Une dérivée covariante V sur E est donc caractérisée par les deux propriétés
suivantes :

Vixs=f(Vxs), Vx(fs) = (Lxf)s+ f(Vxs),

pour toute fonction f € C>®(M), tout champ de vecteurs X sur M et toute section s de
E.

Toute dérivée covariante sur T'M induit par la régle de Leibniz une dérivée covariante sur
tous les fibrés tensoriels de M.

Remark 13. Si on considére le fibré trivial E = M x R, alors I'espace des sections de
E, qu'on a noté I'(E) s’identifie avec C>°(M). Dans ce cas, il y a une dérivée covariante
canonique qui s’écrit

Vxf=Lxf=df.X.

Exercice 33 Dérivée covariante d’une 1-forme

Soit V une dérivée covariante sur une variété M. On considére la dérivée covariante induite sur
T*M (par la regle de Leibniz) et on rappelle I'égalité

da(X,Y) = Lx(a(Y)) — Ly (a(X)) — a([X, Y]).
1. Vérifier que c’est bien une dérivée covariante sur T*M. Autrement dit, vérifier que :
Vixa=f(Vxa),  Vx(fa)=(Lxfla+ f(Vxa),

pour toute fonction f € C*°(M).
2. Calculer I'expression locale de Va ot a € QY (M).
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3. Montrer que V est symétrique si et seulement si
(Vxa)(Y) = (Vya)(X) = (da)(X,Y),

pour tout a € QY(M) et tout X,Y € Vect(M). On rappellera la définition de la dérivée
extérieure pour une 1-forme :

(da)(X,Y) = Lx(a(Y)) = Ly (a(X)) — o([X,Y]).

Solution de 1’exercice 33

1. La régle de Leibniz nous donne
(Vxa)(Y) = Lx(aY)) — a(VxY)

et les deux propriétés qui définissent une dérivée covariante s’ensuivent immeédiatement.

2. Soit (z') un systéme de coordonnées locales. On a

(Vxa)e = (Vxa) ()
= Lx(a(0)) — a(Vxk)
= Lx(a) — a(X'Vo,0%)
= Lx(ag) — a(XiI‘gkaj)
= X'0;ap, — X'oyT?, .

On retiendra

(Vxa), = X' — T X0 (14)

3. V est symétrique si et seulement si VxY — Vy X = [X,Y]. On a par ailleurs
(Vxa) (Y) = Lx(a(Y)) - a(VxY)
d’ott
(Vxa) (Y) = (Vya) (X) = Lx(aY)) = Ly (a(X)) — a(VxY = VyX).
Si la connexion est symétrique alors

(Vxa) (Y) = (Vya) (X) = Lx(a(Y)) = Ly (a(X)) — o([X,Y]) = da(X,Y).

Inversement, si

(Vxa) (Y) = (Vya) (X) = da(X, V),
pour tous les champs de vecteurs X, Y et les 1-formes «, alors on a
(X(VXY — VyX) = Oz([X, Y])
et donc

VxY — VyX = [X,Y].

Exercice 34 Covariance de la torsion et de la courbure

Soit M une variété différentielle munie d’'une dérivée covariante V. Etant donné un difféomor-
phisme ¢ € Diff (M), on pose
(" V)xY = ¢" (Vy,.xpsY),

1. Montrer que ¢*V est une dérivée covariante.
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. Montrer que si T et R désignent respectivement la torsion
T(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y], X,Y € Vect(M),
et le tenseur de courbure de V
R(X,Y)Z :=VxVyZ - VyVxZ -V xyZ, X,Y,Z € Vect(M),

alors la torsion et le tenseur de courbure de ©*V sont *T et p*R.

. Soit maintenant (M, g) une variété riemannienne et V9 la dérivée covariante riemannienne
associée a g. Montrer que :
VP9 = o*VI.

. En conclure que :

R,y = ¢"Ry, Ric -4, = ¢*Ricy, Ry = ¢*Ry.
ot Ric, = traq Ry (de composantes R;; = Rix;*) est le tenseur de Ricci et R = try(Ric,) =
9" R;j, la courbure scalaire.

Solution de ’exercice 34

. Soit f une fonction et X, Y deux champs de vecteurs sur M. On a (C°°-linéarité)

(@ V)ixY =" (Ve fo.x 0:Y) = (070 )¢ (VouxeY) = f(¢"V)x Y.

De plus (régle de Leibniz) :

(" V)x(fY) = ¢" (Vo x ((pxf)(p:Y)))

" ((Lo.x (@ f))pxY + (05 f) V. x0:Y)
= (Lx /)Y + fo" Vo, xpeY

= (

Lx )Y + f(¢*V)xY.

avec " (Lo, x (0 f)) = 0" 0x (Lx f) = Lx f, ¢*V est bien une dérivée covariante sur M.

. Soit X,Y deux champs de vecteurs sur M. La torsion T étant un tenseur, on a

" (T(pxX, p:Y))
= ¢" (Vo.x V) = 0" (Vv X) — 07 [0. X, .Y ]
" (VoxpY) —¢" (Vv X) — [X,Y]
= (@"V)xY — (¢"V)y X — [X,Y],
qui est la torsion de p*V, avec ¢*[p. X, 0. Y] = o* 0. [X, Y] = [X,Y].
De méme, la courbure R étant un tenseur, on a
(" R)(X,Y)Z = ¢"(R(p: X, 0. Y )0u Z)
=" (VouxVov s Z = Vo, vy Vo, x0xZ = Vg, X 0.y ]9+ Z)
=" (Vo xpu (¢ Vv Z) — 9" (Vo you(¢*V)x Z) — 0"V, x v)9:Z
=(@"V)x (@ V)yZ = (" V)y(¢"'V)xZ = (¢"V)x v Z,

qui est la courbure de p*V.
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3. La dérivée covariante riemannienne V¥ 9 pour la métrique ¢*g est I'unique dérivée covariante
sur M de torsion nulle et telle que V¥ 9¢*g = 0. Par la question 2, la torsion de la dérivée
covariante ©*V9 sur M est nulle. De plus,

(V)2 X, Y)p.g + (X, (¢7V)2Y ) g = (¢ VZ*Z@*X)v Ye.g + (X, @*(Vi,*zgo*Y)}@*g

et donc (¢*V9)p*g = 0 (la meétrique ¢*g est paralléle pour ¢*VY). Par unicité de la dérivée
covariante riemannienne, on a donc nécessairement V¥'9 = ¢*V9,

4. ¢*Ry est donc le tenseur de courbure de \VA ©*Rgy = Ry+y. Le pullback commutant avec
les traces, on a finalement p*Ric, = ¢* trog Ry = tras "Ry = Ricy+y et "Ry = R +.

Remark 14. En mécanique classique, on fait le postulat de 'existence de référentiels gali-
léens, un concept finalement assez difficile & définir de maniére rigoureuse. Ce paradigme
est toutefois nécessaire pour écrire la relation fondamentale de la dynamique (équation de
Newton) car ce formalisme n’est pas « covariant ». La formulation de I’équation de Newton

d?r
m@ = feuxt

n’est valable que dans certains référentiels « privilégiés », sauf a la corriger artificiellement
avec des « termes d’inertie ». Dans 1”exercice qui suit, on re-visite ce formalisme et on
propose une formulation covariante inspirée par la relativité générale.

Considérons une particule dans un champ de gravitation, représenté par un champ vectoriel
g(r) et soumis a d’autres « forces extérieures » fer¢. Dans un « référentiel galiléen », la
relation fondamentale de la dynamique s’écrit alors

d?r .

Mz =™ + feat-

En fait il y a deja une question fondamentale concernant cette écriture : pourquoi le méme
facteur m a droite et & gauche ? On devrait a prior: plutot écrire

d?r B

mI@ =mgg + fext
avec my, masse inertielle et m, masse gravitationnelle. Cette question a été abordée par
Einstein (et d’autres) dans les années 1910-1920 et cette réflexion & conduit au principe
d’équivalence
mr = mg

qui est le point de départ de la relativité générale. Ce principe est maintenant vérifié expé-
rimentalement avec une trés bonne approximation, & 10~ prés dans la derniére expérience
Micro-Satellite a trainée Compensée pour ’Observation du Principe d’Equivalence (MI-
CROSCOPE 2018). On se permettra donc de réécrire 1’équation de Newton sous la forme

d?r 1
e g(r) = Efem’ (15)
avec m = mjy = mq.
Exercice 35 Théorie de la gravitation de Newton—Cartan

43



On rappelle que 'accélération covariante est définie (en coordonnées locales) comme

DN® L i

1. Peut-on interpréter le membre de gauche de I’équation (15) comme une accélération covariante
sur R3 ? pourquoi ?

2. On passe maintenant en 4D en ajoutant le temps comme quatriéme variable (r,t) = (z, vy, 2, t).
On interpréte alors une solution de I’équation de Newton comme une courbe c(s) dans R*
telle que t = s et donc £ = 1. Peut-on interpréter le membre de gauche de Péquation (15)
comme une accélération covariante sur R* ? Que valent les symboles de Christoffel dans les
coordonnées (x,y, z,t) 7

3. Cette dérivée covariante est-elle symétrique 7

Remark 15. Attention, & tout systéme de coordonnées locales () est associé un repére
mobile (,:) mais I'inverse n’est pas vrai en général. Etant donné un repére mobile (e;),
il n’est pas toujours possible de trouver des coordonnées (z?) telles que e; = 0,i. Une
condition nécessaire et suffisante pour que cela soit possible s’écrit

[ei, 6]'] =0.
Remark 16. La convention usuelle est d’utiliser des lettres grecques pour les indices en 4D
avec la sous-notation latine pour les indices 1, 2, 3.
Solution de 1’exercice 35
1. Soit V une dérivée covariante sur R3 et (e;) un repére mobile sur R? (ne dérivant pas néces-
sairement d'une systéme de coordonnées locales). Posons

_ Ak

Soit ¢(t) une courbe dans R?, son accélération covariante s’écrit alors
DNF
(Ft) =C + AZ]CZC]
Or le membre de gauche de I’équation de Newton s’écrit en composantes (dans le repére
galiléen)
=g
ne peut donc pas s’interpréter de cette maniére.

2. On considére maintenant une courbe ¢(s) dans l'espace quadri-dimensionnel (x,y, z,t) telle
que ¢* = 1. L’équation de Newton étendue s’écrit alors :

Fogb=rk, k=123 &=L

Cette fois, cette équation s’écrit sous la forme
&P+ Af et = FP,

& condition de poser
1
k k k k
A44 =—g, F* = ext

et toutes les autres composantes nulles.
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1.7

3. Oui cette dérivée covariante est symétrique. Ca se lit sur la symétrie des symboles de Chris-

toffel.
Conclusion : le principe d’équivalence nous permet de formuler une théorie de la gra-
vitation newtonienne covariante, c¢’est a dire indépendante d’un systéme de coordonnées
particulier. Dans cette formulation, la gravitation est modélisée par une dérivée covariante
et non pas par un champ de vecteur. Les forces d’inertie sont alors indissociables du phé-
noméne de gravité et s’entremélent & travers leur perception dans différents référentiels.

Remark 17. Un résultat bien connu (autre exercice) est le fait qu’une dérivée covariante
est symétrique si et seulement si pour tout point mg € M, il existe des coordonnées locales
(x%) telles que F,’fj (mp) = 0. L’expérience de la chute libre confirme en quelque sorte la
symétrie de la dérivée covariante représentant la gravitation newtonienne.

Remark 18. C’est un exemple d’unification des forces comme celle qui unifie le champ
électrique et le champ magnétique & travers le tenseur de Faraday.

Cette théorie n’est pas nouvelle, elle a un siécle! elle est due a Elie Cartan sous forme de
trois articles successifs [1, 2, 3| mais n’est malheureusement toujours pas enseignée dans
les cours universitaires. Il s’agit d’une approximation de la relativité générale (au sens
d’Einstein) mais qui n’est pas basée sur une métrique lorentzienne de ’espace-temps. La
dérivée covariante qui représente la gravité newtonienne comme ’inertie est modélisée par
une dérivée covariante affine (et non pas une dérivée covariante (pseudo-riemannienne)
sur 'espace-temps classique et correspond a la limite, quand la vitesse de la lumiére c
tend vers l'infini, de la gravitation einsteinienne représentée par une dérivée covariante
pseudo-riemannienne.

Le principe fondamental de la dynamique et ses différentes déclinaisons (équations d’équi-
libre, équations de la dynamique en mécanique des milieux continus) peut alors étre refor-
mulé de maniére covariante (i.e. indépendant du choix d’un référentiel particulier). C’est
le fameux principe proposé par J.M. Souriau [10]

qui propose une alternative sérieuse au Principe des Puissances Virtuelles (PPV).

Remark 19. On peut étendre cette théorie 4D pour formuler une théorie de 1’electro-
gravitation (unification de la théorie de la gravitation avec I’electro-magnétisme) a condi-
tion de passer en 5D. Cette théorie, également ancienne est baptisée théorie de Kaluza-
Klein |5, 7, 6]. Elle ne cesse depuis d’étre un sujet de recherche actif [8, 9, 4, 11].

Géométrie riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne. On rappelle qu’il existe une unique dérivée covariante
V., appelée dérivée covariante riemannienne ou dérivée de Levi-Civita qui satisfait les
propriétés suivantes :

1. V est symétrique (sa torsion est nulle) : VxY — Vy X = [X, Y],
2. Vg = 0 (la métrique est paralléle), c’est a dire

Lz(X,)Y)=(VzX)Y)+(X,VzY).

Dans tout systéme de coordonnées locales (x%), ses symboles de Christoffel s’écrivent

. 1 . ( g 0 0 >
7 il J k l
v==9 | —2 + —2a" — —a"|.
i+ Ogri oguj 09jk
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Soit V une dérivée covariante définie sur une variété M. Celle-ci s’étend, de maniére unique,
en une dérivée covariante sur les champs de vecteurs X (t), définis le long d’une courbe

c(t) de M. Dans des coordonnées locales (z"), celle-ci s’écrit :
(XY ) s + Tt
Dt N g '

La méme construction permet de définir une dérivée covariante sur les champs de vecteurs
X (s,t), définis le long d’une nappe paramétrée c(s,t). On écrira

DX \* _ 5 vk ko i j
() (5,1) = 8.X*4(s, 1) + Thdua (s, )X s,),

DX\* . .
(25 (5,0) = 0X (s, 1) + D05, ) X7 s, ).

On a alors les propriétés suivantes

X DY
aS<X,Y>x = < DS 7Y>x + <Xa D78>x’
DX DY
X, Y)x= (55 Y) +(X, 5-) .
et D D DD DD
— 0, = — 0, (torsi lle), —— — —— = R(8y, ).
D50 = Dy O (torsion nulle) DsDi _ DiDs 0 0s)
ol on a noté dy := % et Oy := %.
Exercice 36 Parallélisme du volume riemannien

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n et (e;) un repére orthonormeé local.
1. Montrer que (Vxe;,e;) = 0 pour tout X € Vect(M).

2. On suppose de plus que M est orientable et on note vol, le volume riemannien. Déduire de
la question 1 que Vvol, = 0.

Solution de I’exercice 36
1. Ona Lx(e;,e;) =Lx1=0et donc
Lxei,ei) = (Vxe;,e;) + (ei, Vxe;) =2(Vxe;,e;) =0.

2. Soit X un champ de vecteurs sur M, alors V xvol, est une n-forme. Elle est donc proportion-
nelle & la forme volume vol, et

Vxvoly = (Vxvolg)(er, ..., e,) volg,
car volg(eq,...,e,) = 1. On a donc, par la régle de Leibniz,

0= Vx(voly(ei,...,en))
= (Vxvoly)(e1,...,en) +volg(Vxer,...,e,) + -
+volg(er,...,Vxer,...,e,) +---+volg(er,...,Vxey).

Par ailleurs, V xej est combinaison linéaire de ey, ...,€x_1,€xk11,...€, (car orthogonal & ey
par la question 1), de sorte que

volg(ei,...,Vxeg,...,en) =0 Vk.

On a donc (Vxvolg)(ey,...,e,) =0, soit Vxvol, = 0.
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Remark 20. L’existence d’une forme volume paralléle implique la symétrie du tenseur de Ricci défini
par Ric = trog R.

Etant donnée une variété riemannienne (M, g), on définit son groupe d’isométries
Isom(M, g) := {¢ € Diff(M); ¢*g=g}.
On peut montrer que Isom(M, g) est un groupe de Lie de dimension finie avec

(n+1)

dimIsom(M,g)gn 5 ou n =dim M.

Chaque élément de son algebre de Lie X € Lie(Isom(MM, g)) satisfait I’équation, dite de
Killing,
Lxg=0. (16)

Plus généralement, un champ de vecteur X qui vérifie I’équation
‘CX g = 07

est appelé un champ de Killing. On peut montrer que '’ensemble des champs de Killing,
Kill(M, g), forme une sous-algébre de Lie de Vect(M ), autrement dit que

Lxg=0 et Lyg=0—= ﬁ[X’y}g:().

Attention, l'algébre de Lie Lie(Isom(M, g)) est incluse dans Kill(M, g) mais en générale,
cette inclusion est stricte (sauf si M est compacte ou plus généralement si (M, g) est
compléte).

Exercice 37 Action infinitésimale du groupe des déplacements

Le groupe des déplacements SE(3) (i.e. le groupe des isométries de la variété riemannienne

M:

(R3,q)) agit sur R? de la facon suivante

U(g,x) =Qx+a, g=(Q,a)e SE(3).

A cette action de groupe de Lie correspond une action infinitésimale de son l’algébre de Lie se(3)
sur R3, donnée par

d

Xu(x) = ds .

U(g(s),x), u € se(3),

ou g(s) est une courbe dans SE(3) telle que g(0) = id et ¢(0) = u.

1.
2.

Déterminer 'action infinitésimale X, (x) pour tout u = (u,a) € se(3) = s50(3) & R3.

Montrer que

U(g9)*'q=q, Vg € SE(3).

En déduire que
Lx,q=0, Vu € se(3).

Montrer que X, est équiprojectif, c’est & dire que

Xu(x)  (y —x) = Xu(y) - (y —%).

Interprétation mécanique ?

Solution de ’exercice 37
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_ 4

- ds s=0
oi Q(0) = Id, Q(0) = u, a(0) = 0, a(0) = a.

. On a 5(9)(){) = (x + a. Son application linéaire tangente s’écrit Txﬁ(g) =@ et donc

Xu(x) (Q(s)x +a(s)) = ux +a,

¥(9)'a=QaQ=aQ'Q=q.
. On prend une courbe g(s) dans SE(3), telle que ¢(0) =id et ¢(0) = u. Alors

~ d

d *
Lx,q= P Y(g(s))"q q=0.
s=0

ds s=0
. Dans la preuve qui suit, on utilise la structure affine de R3 et on pose
)(_}>I:y—x, X,y € R®.

Une version intrinséque de I’équiprojectivité est proposée en remarque plus bas. Soit g(s)
une courbe dans SE(3) telle que g(0) = e et ¢(0) = u. Comme ¥(g(s)) est une isométrie de
I'espace affine euclidien (R?,q), on a

1 (g(s),y) — Ulg(s),x)|> = ly —x[|*, Vs

En dérivant en s = 0, on obtient alors
Q(Xu(y) - Xu(x)) : (y - X) =0.

. C’est un mouvement rigidifiant d’un systéme (solide ou non), c’est a dire le champ de vitesses
d’un corps rigide utilisé notamment dans la formulation du Principe des Puissances Virtuelles
en MMC. En effet,

1

ol g = g est la métrique euclidienne, s’interpréte alors comme le taux de déformation (nul
donc) associé au champ de Killing X,.

Remark 21. La propriété d’équiprojectivité peut se généraliser dans le cas d’une variété riemannienne
quelconque (M, g) (ce sera 'objet de lexercice suivant). Soit X un champ de Killing et ¢(s) une
géodésique de (M, g), alors

d

I (X (el8), &S))e(s) =0, Vs,

Exercice 38 Champs de Killing

Soit (M, g) une variété riemannienne. Soit X un champ de vecteur et ¢! son flot. Montrer que

les propriétés suivantes sont équivalentes :

¢! est une isométrie),

D ()g=g "

(2) Lxg=0, X est un champ de Killing),

(3)  (VAX,B) = —(A,V5X), VA, B € Vect(M),
d

(4)

dt

VX est antisymétrique),

—~ ~~

4 (X (c(t)),¢(t)) =0, pour toute géodésique c, X est équiprojectif).

Solution de I’exercice 38
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1. Montrons que (1) <= (2). On suppose que (¢')*g = g pour tout ¢, alors :

) .9

Lxg= 4+ @(S)gza

0s 9=0.

s=0

Inversement, supposons que Lx g = 0. Sachant que p*™ = ©* 0 ¢!, on en déduit que :

0 0 0 0

59 =5 _ (P o) g= oo (@) (@)= 57| (©)9=(")Lxg.

s=0 S

Sachant que Lx g = 0, alors %((pt)*g =0 et donc (p!)*g est indépendant de t. Or, en t = 0,
on a (¢")*g=g.
2. Montrons que (2) <= (3). On suppose Lx g =0, on a

(Lx 9)(A,B) = Lx (9(A, B)) —g(Lx A, B) — g(A,Lx B)

Sachant que Lx A = [X,A] = VxA — VX puisque la dérivée covariante riemannienne
est symétrique (c.-a-d. que la torsion est nulle) et que g est paralléle, ce qui implique que
»CX(Q(A,B)) = g(VXA, B) +9(A’ VXB)v on a donc :
(Lx 9)(A,B) = g(VxA,B) 4+ g(A,VxB) — g(VxA—VaX,B) — g(A,VxB - VpX)
=9(VaX,B) +g(A, VpX).

Par conséquent, Lx g = 0 si et seulement si VX est antisymétrique.

3. Montrons que (3) <= (4). On suppose d’abord que VX antisymétrique, alors :

d

7 (X (), 6(t)) = (DX (c(t)), 6(t)) + (X (e(t)), Dec(t)).

Mais comme ¢ est une géodésique, on a D;é(t) = 0. Ensuite, on rappelle que si X(t) =
X(c(t)) est la restriction de X le long de ¢(t), alors D; X = V:X. Par conséquent, si VX
antisymétrique, on a :

(DX (c(t)),¢(t)) = (VeX, é) = 0.
Inversement, supposons que :
d
SAX (), é(1)) =0,
pour toute géodésique c. Soit x € M et A € T, M et considérons une géodésique c issue de x

avec ¢(0) = A, alors :

0=~ (X(c(t)e(t)) = (Ve X, (0)) = (VaX, A,
t=0

et donc par polarisation, on a (VaX,B), = —(A,VpX), pour tout A, B € T, M, et tout
e M.

Exercice 39 Géométrie de la sphére 5>

On considére la sphére unité de R? paramétrée par latitude et longitude
x = cosf cos
y = cos fsin
z =sinf

ou 0 appartient a 'intervalle [—7/2,7/2] et ¢ a Uintervalle [—m, 7.
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1. Calculer la métrique dans les coordonnées (6, ¢).

. Calculer les équations d’Euler-Lagrange pour le probléme de I'énergie cinétique

et calculer des solutions particuliéres des géodésiques.

. Déduire de la question précédente les symboles de Christoffel dans les coordonnées (6, ).

4. En utilisant les symétries du tenseur de courbure de Riemann, calculer la courbure sectionnelle

de la sphére.
. Calculer les champs de Jacobi le long de ’équateur. Conclure sur les géodésiques minimisantes.

Solution de I’exercice 39

. La métrique de la sphére est induite par celle de I'espace ambiant. Une premiére solution
consiste a calculer la matrice de Gram :

g:<999 gw):(l 0 )
900 9o 0 cos?6

ds® = gopd6? + 2go,d0dp + g, dp® = dB? + cos® 0 d?.

d’ou l'on tire :

La seconde solution consiste & écrire :
ds® = dz® + dy? + d2?,
avec :
dx = d(cosf cos p), dy = d(cos fsin ), dz = d(sinb),
d’ott Pon tire
ds® = dz? + dy?® + dz? = db* + cos® 0 dy?,
c’est & dire
g =1, go, =0, gy, =cos’f.

. En utilisant 'expression de la métrique identifiée & la question précédente, ’énergie cinétique

se réécrit :
Lt (10 ) 0 1/, )
E(c) = 2/0 0 ¢) (0 cos2 0 <cp) dt = 2/0 (0 + cos” 0 )dt

En dénotant par c(s,t) un chemin sur la sphére avec la variable supplémentaire s pour le
calcul de variations, et renommant Os|s—0f et Js|s—of par 66 et §0 respectivement (idem pour
©), la premiére variation de I’énergie cinétique s’écrit :

_ad
ds

1

1
SE B(e(9)) = /0 (2050 + 2 cos? 630 — 2 cos 0 sin 0250 dt

s=0

et en intégrant par parties :
1 1 1
OF = [959};— / G504t + [cos® 0po], — / 9y (cos? ) dpdt — / cos sin 05%50dt.
0 0 0

Sachant que d6(0) = d6(1) = 0 et dp(0) = dp(1) = 0, la premiére variation de 1’énergie
cinétique se réécrit :

1 ..
SF = _/ [(9 + cos @ sin 9952)59 + at(COSQ ng)&p} dt.
0
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Les extrémales de ’énergie cinétique sont définies par les équations d’Euler-Lagrange
0E d oF

. d
50 0< dt(@) cosfsinf p° et 5o 0< 7 (cos* 8 ¢) = 0.

On a donc une intégrale premiére cos? § p = w = Cste et une équation différentielle ordinaire
0 = w? tan O(1 + tan’0).

On remarque la solution particuliere 6(t) = 0, p(t) = wt qui correspond & I'équateur. On
remarque également les solutions particuliéres ¢ constantes, soit ¢ = 0, et donc 6 = 0 soit
0(0) = a puis # = at + b qui correspondent aux méridiens.

. On réécrit les équations des géodésiques sous la forme
6 + cos O sin 6 pp =0,
¢ —2tanf 0p = 0,

ce qui nous donne par identification avec ’équation en coordonnées locales des géodésiques

xk 4+ Ffja:ixj =0

1% =0, sz =0, Fi% = cosfsinb,

re, =0, I§, = —tand, re, = 0.

. Nous rappelons qu’en tout point m de la sphére, la courbure sectionnelle est définie par
B Run(D9, 95, 99, 9,)
9 (0, 09)9m (D, D) — (9im(Da, Dyp))°

avec la tenseur de Riemann défini par R(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T) qui est alterné en
(X,Y) et (Z,T). On peut donc voir le tenseur de Riemann comme une forme quadratique sur
I'ensemble des tenseurs alternés A2T'M. Sachant qu’en dimension 2, dim A2T'M = 1, le tenseur
de Riemann est une forme quadratique sur un espace de dimension 1, il posséde donc une seule
composante indépendante. 11 suffit donc de calculer pour la sphére R(0p, 0y, 09, 0p) = Royo,
dans la base Jg, 0,. Sachant que

Hm(aev 6(,0) =

R(0p,0,09,0,) = Ropo ' g1 = Ropo " 9oy + Ropo € e

avec ggp, = 0 et gy, = cos® 6. En rappelant que [0;,9;] = 0 et que Vy,0; = Ffj@k, on cherche
donc :
R(0y, 8@)89 =V, Vawag — V%Vasag

On commence par calculer

Vo, 09 =0,
Vo, 0p = Va, Op = —tan 6 d,,
Vo, 0, = cosfsin ) dy.

donc, R(0y,0,)09 = —0, et R(0g,0p09,0,) = (R(0p,0,)0,0,) = —gypp. La courbure sec-
tionnelle s’obtient donc ainsi :
_Rm(6978<p7897ag0) Gop

= =1.
9m (09, 90) g (0p, 0p) — (gm (s, 8¢))2 900 9op

km(0p,0p) =
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5. Nous commencerons par calculer le tenseur de courbure. Comme
R(Xa Y) = _R(X7 Y)a
il suffit de calculer R(0p, 0,) sur la base 0y, 0,. On commence par calculer

Vo, 0p = 0,
Vo, 0p = Va, O0p = —tan6d,,
Vo, 0, = cosfsin 6§ dy.

puis
R(09,0,)09 = =0y,
R(09,0,)0, = cos? 0 9.

En particulier, le long de la géodésique 6(t) = 0, ¢(t) = wt, on a
0 —1
R<897a§0) - <1 0 > 1)

ce qui nous donne pour un champ de vecteurs quelconque de composantes (Xg, X))

R(&, X)a = —w?Xy 0y,

alors que
D2X .. .
Dif;Q - X@@g + X¢3¢.
L’équation de Jacobi s’écrit donc
Xg = —w2X9,
X, =0.

Les solutions de ce systéme d’équations qui vérifient en plus X (0) = 0 s’écrivent

Xp = Asin(wt) = Asin p(t),
X, = Bt,

ot A et B sont des constantes. On voit donc que pour ¢(1) = 7 il existe un champ de Jacobi
non nul qui s’annule aux deux extrémités de la géodésique, ce qui traduit le fait que cette
géodésique cesse d’étre minimisante.

Exercice 40 Géométrie de la variété de Stiefel

Pour 1 < k < n, on introduit I’ensemble
Vi(R") := {X € L(R",R"); rang(X) =k} .

Vi(R™) est donc 'ensemble des matrices rectangulaires

X o XY
X2, - X%
X" e X7y
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qui peuvent s’interpréter comme un systéme de k vecteurs indépendants dans R", autrement dit
un k-repére dans R”. I’ensemble V;(R") est un ouvert de l’espace vectoriel L(R*,R") et donc une
variété de dimension kn qu’on appelle la variété de Stiefel. Le groupe GLi(R) agit (& droite) sur
Vi(R™) -

U: GLg(R) x Vi(R™) — Vi(R™), (A, X) — XA.

La variété de Grassmann G (R™) correspond donc a 'espace quotient (ou espace des orbites)
Gr(R") ~ Vi (R™)/GLE(R),

ot un point [X] de l'espace quotient Vi (R™)/GLg(R) correspond a l’ensemble de tous les k-repéres
X de Vi(R™) qui engendrent un méme sous-espace vectoriel E de Gi(R™). On admettra que la
projection canonique 7 : Vi(R™) — Vi (R™)/GLk(R) := Gi(R™) est une submersion (c’est-a-dire que
T surjective). Pour tout X € Vi (R™), on définit alors I’espace vertical Vx = ker T'xm.

1. Montrer que pour tout X € V;(R™), Vx est engendré par les vecteurs {&,(X); u € gl(k)}.

On introduit sur Vi (R™) la métrique riemannienne
9x (21, Z) = tr(X " X) 71 2] Zy).

2. On rappelle qu’un difféomorphisme ¢ est une isométrie d’une variété riemannienne (M, g) si
©*g = g. Montrer que le groupe GLg(R) agit isométriquement pour cette métrique.

3. Calculer les équations d’Euler-Lagrange pour le probléme de I'énergie cinétique

1

1 . .
BY) = 3 [ (X0 X @)

On définit ’espace horizontal Hy = (ker Tx’f(’)L. Un vecteur Z € Hx est donc caractérisé par
9x(Z,&,) =0, Vu € gl(k).
Une courbe ¢ — X (t) € Vj,(R™) est dite horizontale si X () € Hx ), Vt.

4. Soit X(t) une géodésique avec conditions initiales Xo = X et X(0) = Xo. Montrer que si
Xo € Hx,, alors X (t) est horizontale V¢.

5. Soit X(t) € Vi(R™) une courbe horizontale. Montrer que XX = 0 et que XX = 0. En
déduire que 9;(XTX)~! = 0 et donner 1’équation des géodésiques horizontales.

Solution de I’exercice 40
1. On rappelle que dim Vj(R") = kn, dim GLi(R) = k? et dim G1(R") = k(n — k). Sachant que
Txm: TxVi(R") — Trx)Gr(R™)
est surjective et que Vx = kerT'xm, on a
dim Vy = dim Vj(R") — dim G (R") = kn — k(n — k) = k2,

soit la méme dimension que le groupe GLg(R). On a par ailleurs 7(X exp(tu)) = 7(X), pour
tout X € Vi(R™) et tout u € gl(k), et donc (par dérivation en t)

Txm.Xu=Txm.&,(X)=0,
ce qui montre que §,(X) € Vx pour tout u € gl(k). Enfin, nous allons établir que ’application
linéaire
&gl = Vx,u— §u(X) = Xu
est injective, ce qui entrainera que la dimension du sous-espace {&,(X); u € gl(k)} est k2,
comme celle de Vx et achévera la démonstration. Soit v € gl tel que Xu = 0. Alors, en

désignant par X7 le mineur de taille k x k extrait de X par les lignes indexées par I (cf TD2),
on a (Xu); = Xju = 0 avec X7 inversible. Donc u = 0 et £ est injective.
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2. Montrer que le groupe GLg(R) agit isométriquement pour cette métrique sur Vi (R™) revient
a montrer que cette métrique est invariante par 'action a droite du groupe GLg(R), soit

gXA(ZlA; ZQA) = g)((Zl,ZQ), VA € GLk(R)

Or, on a:
1
gXA(ZlAa ZQA) =tr ( TXA) TZQ ]
~1
— tr (ATXTXA) AT 7T 7, ]
—1
—tr (XTX) AT AT 2] 7,4
— tr (XTX) Z7 ZQ}
= 9x (21, Z2)
Donc GLi(R) agit isométriquement sur (V4 (R™), g).
3. L’énergie cinétique est donnée par
1 1 ) )
B =5 [ v (X0, X(0) e
0

avec X (t) une courbe sur Vi (R"), X(t) € Tx1yVi(R™). On introduit une seconde variable s
pour le calcul des variations X = X (s,t). La premiére variation de I’énergie cinétique s’écrit :

d

SE = —
ds s=0

1 1 o
E(X(s,) = 2/0 Dsls=o tr [(XTX) ' XTX] dt,

ce que l'on peut réécrire
1 ! o o ) .
0E = 3 / tr [Delsmo [(XTX) ] XTX + (XTX)10XTX + (XTX) T XT0X] dt.
0
Sachant que Os|s—o [(XTX)7!] = —=(XTX)™! 0XTX + XT6X] (XTX) ™, ona

1 1
§E = — % / tr [(XTX) XTI X (XTX) XX dt + % / tr [(XTX)716XTX] dt
0 0

- % /0 L [(XTx)7 X Tox(XTX) I XTX] dt + % /0 L [(XTx)"'XToX] dt.
Par permutation circulaire dans la trace et avec (X7 X) 7 = (X7X)" !, on a
tr [(XTX)oXTX(XTX) XX = o [X(XTX) T XTX(XTX) 10X
tr [(XTX) !XT X (XTX) XX = o [XTX(XTX) ToxTX(XTX) ]
= tr [X(XTX) ' XTX(XTX)oxT]
et,
tr [(XTX) X7 X] = tr [X(XTX) 16X ]
tr [(XTX)XToX ] = tr [0XTX(XTX) 7] = tr [X(XTX)16XT].
Alors,

1 1
SE = —/ tr [X(XTX) I XTX(XTX) 10X 7] dt+/ tr [X(Xx7x)"1ox7] at.
0 0
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Sachant que :
1 1
/ tr [X(XTX) 716X T ] dt = [tr (X (X7 X)1oxT)] L / tr [0 (X(XTX)71) ox7]
0 0 Jo
avec, 6 X1 (t =0) = 6X7T(t = 1) = 0, la premiére variation devient :
1
§E = —/ tr [(X(XTX) XTI (XTX) 40, (X(XTX)7Y)) oxT] dt
0
et on en déduit les équations d’Euler-Lagrange pour le probléme de 1’énergie cinétique :
0E =00 (X(XTX)™) + X(XTX)'XTX(XTX)" =0
S XXTX) T+ Xo,(XTX) 1+ Xx(XTX)IXTX(XxTX)" =0

avec, d(XTX) ™! = —(XTX) "1 [XTX + XTX| (XTXx)"".

. L’action de GLg(R™) sur Vi(R"™) étant isométrique, les champs de vecteurs &,(X) = Xu sont
des champs de Killing et donc (voir exercice 3)

9x() (Eu(X(8)), X (1)) = gx(0)(€(X(0)), X(0)),  Vu € gl(k) € Vt.

Ainsi, une géodésique X (¢) horizontale en ¢ = 0 est horizontale Vt.

. On suppose X (t) horizontale, donc gx (4 (X,6.(X)) =0, Yu € gly, avec &,(X) = Xu. On a
donc
tr (X7TX) X Xu) = tr (w(XTX)'XTX) =0, Vuegl,

par permutation circulaire dans la trace. En posant A = w(X7X)™!, B = XTX, et en
observant que u(X Tx )~! parcours tout I'espace glj, quand u parcourt gl;, on en déduit que
XTX = XTX = 0. Par conséquent

Ot(XTX)_l — _(XTX)—I(XTX + XTX)(XTX)—I —0.
Ainsi, pour une géodésique horizontale, ’équation des géodésiques se simplifie en :

X+ X(XTx)'XTX =0.

Exercice 41 Minimum de la longueur versus de ’énergie
. Calculer les variations premiére et seconde de I'énergie cinétique,

1
K(e) =5 [ 60t

. Montrer que toute courbe ¢ qui est un point critique de K est également un point critique de

la longueur
1
0 = [/ ).

. Montrer qu'un point critique pour la longueur n’est pas nécessairement un point critique pour
I’énergie.

Solution de 1’exercice 41
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1. Soit ¢(t) un chemin sur M joignant deux points a et b. Une variation de ¢ & extrémités
fixes est une famille & un paramétre cs(t) := c(s,t) de courbes joignant a et b et telle que
co(t) = ¢(0,t) = ¢(t). C'est a dire

c(s,0) = a, c(s,1) =b, c(0,t) = ¢(t)

pour tout s,t. On pose dc¢(t) := 05¢(0,t). Alors, par construction on a dc(0) = de(1) = 0. La
premiére variation de l’énergie s’écrit
d

0K == — K(cs) = / 05 (0rc(s,1), 0¢c(s, 1)) (s 1) dt]
ds s=0

1
= oe(s, t acst dt
_/0 <t( )D ' c(st) ‘|

1
D
= _/0 <8tc(s,t),5t@ dt

_ /0 1 <c'(t), ll))téc(t)>c(t) dt

= £ 0sc(s =0,t) = Ldc(t). Or

car [%&c(s, t)] S

Par intégration par partie,

d

5| K=o~ [ (D) a

c

ou [{¢, 5c>c](1] = 0 car 6c¢(0) = dc(1) = 0 (extrémités fixes). Un point critique de Iénergie
satisfait donc
D¢
Dt
Les calculs sont similaires pour la premiére variation de la longueur ¢(c). Il conduisent a

Y'/'D ¢
. lcs) = —/0 <Dt <<c’, é>c) ,(5c>c dt.

Un point critique de la longueur satisfait
Dl _¢ _;(@ 1at<é,é>cé) 0
Dt\ le.é)e)  fle.de \Dt 2 (&¢)c ’
De¢ <Dc' > ¢ 0
— —{—=,c =0.
Dt \Di"/, (.6

Tout point critique de I'énergie K (c) satisfait % = 0. C’est donc un point critique de la
longueur £(c).

=0, (équation des géodésiques).

d
ds

soit

2. La réciproque est fausse : un point critique pour la longueur satisfait

De_(Degy
Dt \Dt' /. {¢é)e

qui n’implique pas nécessairement % = 0. En effet, d’autres solutions satisfont % = A,
A#£0.
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Exercice 42

Soit G un groupe de Lie. Une métrique riemannienne ~ sur G est la donnée d’un produit
scalaire
79(5197 529) = <5lg) 529)9 ) 5197 529 € TgG)

sur chaque espace tangent, qui dépend de maniére C* de g € G. Elle est invariante a
gauche si
Lyy =, Vg € G.

Elle est invariante a droite si
Ryy =1, Vg € G.

Une telle métrique est entiérement déterminée par sa valeur en 1’élément neutre e du
groupe, c’est & dire par un produit scalaire sur g, autrement dit par un opérateur

A:g— g, telque <u,v>.=(Au,v) = (Av,u),
appelé opérateur d’inertie.

Cas d’une métrique invariante a gauche.
Pour une métrique v invariante & gauche, sa dérivée covariante est également invariante
a gauche. Son expression pour des champs de vecteurs invariants & gauche s’écrit

1
ot B est un champ de tenseur invariant & gauche défini par

1
B(Xk xF) =Xk, ) =T.Lyb(u,v), et bu,v) = -3 (adl v +adl ),

adg désignant la transposée de ad, par rapport au produit scalaire A défini sur g, c’est a
dire
Ye(adL v, w) = 7. (v, ad, w), Yu,v,w € g.

Etant donné une courbe g(t) sur G on introduit la vitesse eulerienne a gauche
ur(t) = WL(g(t)) = TL;(i)-g(t)

qui est une courbe sur g. On montre alors que si g(t) est une géodésique, ur(t) satisfait
I’équation du premier ordre

i = —blup,ur) = adZL ur, (Equation d’Euler-Arnold (1966)).

Déclinaison de 1’équation d’Euler-Arnold pour le solide rigide

Le but de cet exercice est de retrouver les équations du mouvement du solide rigide comme cas
particulier de Uéquation d’Euler—Arnold.
On considére un solide rigide S en rotation autour de son centre de gravité O. On note Sy

une configuration de référence et X = (X*) des coordonnées lagrangiennes euclidiennes, telles que
Xo = 0. Le choix d’une configuration de référence permet d’identifier 'espace des configurations au

groupe des rotations G = SO(3). En effet, chaque transformation ¢ s’écrit de maniére unique

v: Sp — S, X = x=pX)=gX, g € SO(3).

En particulier, on notera que T'¢ = g et donc que

©p*volgq = (det g) volgq = volg.
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Le solide est muni d’'une mesure de masse p, définit sur Sg. Celle-ci peut se réécrire

p = povolq,

ou la fonction py = p1/volq est la masse volumique sur la configuration de référence. La conservation
de la masse s’écrit

@t = @« (povolq) = pvolg,
et définit la masse volumique p = (@) /volg sur S = ¢(Sp), ol

p=pooy L.

L’action a gauche sur le groupe des rotations SO(3) s’écrit Lg = hg, de sorte que

TyLp.0g = hog sidg € T;SO(3).

1. Soit V = ;¢ la vitesse lagrangienne et u = V o o~ ! la vitesse eulerienne & droite (un champ
de vecteurs sur S). Montrer que l'énergie cinétique du solide se réécrit :

: 1 1.
Ko@) =5 [ Nl 8%
0

2. Par polarisation de la forme quadratique 2K,(g) dépendant de g, en déduire une métrique
riemannienne

Yg(019,029) = (019, 029)4
sur SO(3) et Uexpliciter.
3. Montrer que cette métrique est invariante & gauche.
4. Expliciter la valeur de cette métrique riemannienne, (u,v), en I’élément neutre e = I3 de
SO(3), c’est a dire sur l'algebre de Lie s0(3) du groupe de Lie SO(3).

On introduit I'isomorphisme linéaire

) 0 —us u9
j:R5—>50(3), U u= us 0 —-w
—uy Uy 0

et on rappelle que le crochet de Lie sur s0(3) s’écrit :
[u,v] =uv — vu.

5. Montrer que [j(u),j(v)] = j(u x v), oit x désigne le produit vectoriel sur R3. En déduire que
le produit vectoriel définit une structure d’algébre de Lie sur R?, isomorphe par j a 'algébre
de Lie (s0(3),[,])-

On rappelle que lopérateur d’inertie A: s0(3) — s0(3)* est défini par (u,v). = (Au,v), ou (-,-)
désigne le crochet de dualité entre s0(3) et son dual. Alors, opérateur d’inertie A est représenté
par un opérateur symétrique définie positif A sur R3, défini implicitement par

(Aj(u),j(v)) = (Au) - v,

otl - est le produit scalaire canonique sur R3.

*

6. Expliciter opérateur d’inertie A. On wtilisera la relation

(uxX)-(vxX)=(Xx(uxX)) v=(X|*u—-XX"u)) - v.
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Soit g(t) € G = SO(3) une géodésique pour la métrique v et
Q) = TL L 4(0) = 9(t)'4(0),
alors Q(t) € Lie(G) = so0(3) satisfait I’équation d’Euler-Arnold a gauche
Q= ado’Q,
ot ad,” est la transposée (I’adjoint), pour le produit scalaire 7, sur g = s0(3), de Uopérateur linéaire :
adu: v = [, V]g3) = uv — vu, 50(3) — s0(3).
7. On note u = j(u), v = j(v). Montrer que
adyTv = j(w), avec w = A*I((Av) X u).
8. En déduire que I'équation d’Euler—Arnold se réécrit
w=A"((Aw) x w).

ott w = (w') € R? est le vecteur rotation instantané par rapport au solide défini par :

0 —w3 w?
Q=jw)=( 3 0 —w!
—w? Wt 0

9. On se place dans une base propre de 'opérateur d’inertie A: R3 — R3. Montrer que I’équation
d’Fuler-Arnold correspond aux équations du mouvement du solide rigide formulées par Fuler
en 1765 :

) I — 13
whw? WS =

I —1 Is—1
.1 12 3 2 3 .92 3 1
w —711 ww”, w 2 , T

= wlwz.

ou les I, valeurs propres de A, sont les moments d’inertie principaux du solide rigide.

Solution de 1’exercice 42

1. L’énergie cinétique du solide s’écrit :

1
K = 2/ p ||lul|® volg,
S

Ix avec x = ¢X. On a donc, en utilisant la formule de changement de variable :

1 o 1 . . 1 1.
K= / g9~ x||* pvolq = / (S) 19X|1* ¢ (pvoly) = / g o X u,
2 /s 2 oy 2 /s,

oulu=gqg-

car ||g7'Y || = |[Y|let ¢*(pvolg) = p (conservation de la masse). L’énergie cinétique est donc
bien une forme quadratique K,(g) de ¢ dépendant de g.

2. La polarisation de la forme quadratique 2K,(g) s’écrit :

o (519, 029) = - [, (519 + Sag) — K, (619 — 62g)] = / (67 '619X) - (9529 X) 1,

So

N |

ol 019,629 € T,50(3). Elle définit bien une métrique riemannienne sur G car la forme qua-
dratique

1
Ky(6g) = 579(597 )

est définie positive et toutes les expressions sont C> en g.
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. L’action a gauche sur SO(3) s’écrit Lpg = hg et donc Ty,Ly.0g = hdg. La métrique rieman-
nienne vy est invariante a gauche car

g (h619, hb2g) = /S ((hg) " ho1gX) - ((hg)~“hoag X) s

= /S (g7 h 1 hé1gX) - (g7 R hdag X) = 74(619. 029),
0

et donc v, g(TgLp.019, TgLp.029) = v4(819, 62g), pour tout h € SO(3).

. Pour g = e = I3, on obtient

(W, v)e = Ye(u,v) = /5 (uX) - (vX)p, u,v € T.SO(3) = s0(3).

. On pourra vérifier que :
jwX =uxX, VXecR3

On en déduit que :
[ (w), 3(0)]X = j(u)j ()X = j(v)j(w)X = ux (vx X) —v X (uxX) = (uxv) xX,
et donc j(u x v) = [j(u), j (v)].
. L'opérateur d’inertie A: R? — R3 est défini implicitement par
(Au,v) :/ (uX)'(VX)u:(Au)‘v:/ (uxX)-(vxX)pu,
So SO

ott u = j(u), v=75), u,v € R3 On a donc

()0 = [ (X (wx X)u= [ (XIPu=XX"w) o

soit
A= [ (XJPT- XX
So

On notera que :
An = / Y2+ Z%)p, A= | XYy,
80 SO
o u = podX AdY AdZ, sont les moments d’inertie du solide.
. On rappelle que (u,v), = (j(u),j(v))e = (Au) - v. On a par ailleurs

ady w = [u, w| = j(u x w).

On a donc
(adl v, w)e = (v,adq W)e = (j(v), j(u x w))e = (Av) - (u X w).
Or
Av - (u x w) = [Av, u, w]
= [w, Av, u]
=w- (Av X u)
= (A7 Aw) - (Av x u)
= (Aw) - A7H(Av x u)
= (j(w), (A~ (v X w))..
On a donc

adl v = j(A7 (Av x u)).
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8. L’équation d’Euler-Arnold se réécrit finalement Q = j(w) = j (A ((Aw) x w)), soit

w=A"((Aw) xw), weR?

9. Si l’on se place dans une base propre de A, alors

I, 0 0 Lw! (Iy — I3) w?w?
A= 0 I 0], Aw=| Lw? |, (Aw) xw=| (I3 - H)w'w? |,
0 0 I3 Isw3 (I; — ) wlw?
et donc LT I I
wh = 21_1 % w2, w? = 312 Lotes, W = 11_2 2 wlw?

On reconnait les équations d’Euler du solide rigide en rotation.

Cas d’une métrique invariante a droite.
Pour une métrique vy invariante & droite, sa dérivée covariante est également invariante a
droite. Son expression pour des champs de vecteurs invariants a droite s’écrit

1
Vap X = 2[5, X + B(XE, X5),
ou B est un champ de tenseur invariant & droite défini par
1
B(xE xIty = le?um) =T.Ry.b(u,v), et blu,v)= —1—5 (adgv + adl u) ,

adg désignant la transposée de ad, par rapport au produit scalaire A défini sur g. Etant
donné une courbe g(t) sur G on introduit la vitesse eulerienne & droite

ur(t) = w(g(t)) = TRy).9(t)

qui est une courbe sur g. On montre alors que si g(¢) est une géodésique, upr(t) satisfait
I’équation du premier ordre

up = —b(ug,ur) = — ade UR (Equation d’Euler—Arnold (1966)).

Exercice 43 Déclinaison de 1’équation d’Euler-Arnold pour le fluide parfait

Le but de cet exercice est de retrouver les équations du mouvement du fluide parfait (6 = —pq~'),
incompressible (p*volq = volg), homogéne (Vp = 0), sans frontiére libre, comme cas particulier de
léquation d’Euler—Arnold.

On considére un domaine )y régulier, relativement compact de 'espace euclidien £. On note n
sa normale unitaire extérieure et q la métrique euclidienne.

Les équations de la dynamique d’un tel fluide s’écrivent

p = cste, divu =0, p (O + Vyu) + gradp = 0.

ou p, u, et p désignent respectivement la masse volumique, la vitesse eulerienne (& droite) et la
pression. En utilisant la formule vectorielle

1
Vuu = 3 grad ||u||®* + rotw x u,
et en introduisant ’enthalpie spécifique

11,
h=-p+=
pp+2HUH ,
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ces equations se réécrivent
p = cste, divu =0, Ost = u X rotu — grad h.
On remarquera en particulier que ’on a la contrainte suivante due & 'incompressibilité,
Ah = div(u X rotu).

L’espace des configurations d’un fluide incompressible sans frontiére libre s’identifie avec le groupe
des difféomorphismes préservant la forme volume volg,

G = SDiff(Qg) = {¢ € Diff (), ¢*volq = volg} .
Son algebre de Lie g = Lie(SDiff (Qg)) est alors
g = SVect(2o) = {X € Vect(Qp); divX =0et X -n=0sur 0Q}.
Elle est munie du crochet de Lie défini par 'opposé du crochet de Lie des champs de vecteurs,
adx Y = [X,Y]g = —[X, Yveer(g) = rot(X x Y),

car rot(X x V) = XdivY — Y divX — [ X, Y]vect.
1. On définit respectivement
V=0, e u:=Vo 4,0717

la vitesse lagrangienne et la vitesse eulerienne (& droite). Montrer que I'énergie cinétique du
solide se réécrit

1
K(p, V) := 2/Q ||Vog071H2pvolq.
0

2. Montrer que I’énergie cinétique K (p, V) définit une métrique riemannienne v, (V1, Va) inva-
riante & droite sur G = SDiff(2g). Expliciter le produit scalaire correspondant (uj,u2)iq sur
'algebre de Lie g = SVect(Qp).

3. On introduit alors le produit scalaire L? sur SVect(£2),

(X, Y)svect(9) 12/9 X Y pvolg.
0
Expliciter opérateur d’inertie A dans ce cas.
4. Montrer que 'opérateur adjoint ad§ relativement au produit scalaire A a pour expression
ad% Z =rot Z x X + grad h,

ol h est une fonction déterminée de maniére unique & une constante prés. De quelle équation
est solution la fonction A7
On utilisera les propriétés suivantes, valables pour tous champs de vecteurs X, Y, Z € SVect(£p),

/ rot(X xY) - Zvolg = / (X xY)-rot Zvolg, / grad h - X volgq = 0,
Qo Qo Qo

5. Montrer que I'équation d’Euler—Arnold redonne les équations d’Euler des fluides parfaits.

Solution de 1’exercice 43

1. On a

1 1
/ p ||lu||? volq = / ||Vog0*1||2pvolq:K(g0,V).
2 Ja, 2 Ja,
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2.

K (p, V) définit la métrique riemannienne sur SDiff (€)

Yo(V1, V) = / (Viop ™) (Vaop ) pvoly.
Qo

L’action & droite sur ¢ s’écrit Ryp = @ o1, de sorte que T,Ry,.V = Vo1, V € T,,SDiff ().
De plus, Ypou(TpRy- V1, T, Ry Va) = v,(V1, Va) car
1 1112
Koo, T,Ry. V) =K(po),Vor)) = 2/Q ||(Vozp) o (po) 1” pvolg = K (¢, V).
0

La métrique riemannienne v, (-, -) est invariante & droite.
En o =id, on a

<u1,uz>id = / (AN D) pVOlq, U, U2 € TidSDiff(Qg) = SVeCt(Qo).

Qo

Le produit scalaire (-, -)iq coincide avec le produit scalaire (-, )svect(qy)- L'opérateur d’inertie
est donc l'identité : A = I.

On aadxY =rot(X xY), d’on

(adx Y. Z)spinta = [ (0t(X x ) Z prol
0

:/ (XxY)-rothvolq:/ (rot Z x X) - Y pvolg,
QO Q0

car

/ rot(X xY) - Zpvolg = / (X xY)-rot Z pvolg.
Q() Q0

I’adjoint ad)T( est défini implicitement par

0
(adx Y, Z)spisr(ao) = (Ysadx Z)spifr(0o)-

Or le candidat rot Z x X obtenu ci-dessus n’est pas a priori de divergence nulle (et n’appartient
donc pas a SVect(€g)). On peut toutefois le corriger en lui ajoutant un gradient, i.e.,

adk Z =rot Z x X + gradh € SVect(Qy),
qui nous donnera la solution du probléme si la fonction A est choisie telle que

Ah = div(X x rot Z), gradh-n= (X xrotZ) -n=0.

I s’agit du cas d’une métrique riemannienne 7 invariante a droite sur le groupe G = SDiff ().
I’équation d’Fuler—Arnold devient

O = —b(u,u) = —adl u = u x rotu — grad h, up =u € g = SVect(p).
On retrouve ’équation d’Euler de la mécanique des fluides parfaits, ainsi que la contrainte
Ah = div(u X rotu),

due & I'incompressibilité.
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